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Prólogo 


El propósito de este libro sigue siendo, como en la primera edición (en inglés), proporcionar a los 
alumnos que inician sus estudios de cálculo una serie de problemas representativos, resueltos con todo 
detalle. Por sus características será asimismo de gran utilidad para los estudiantes de ciencias e ingeniería 
que necesiten consultar o repasar conceptos fundamentales de la teoría y encontrar el modo de resolver 
ciertos problemas, relacionados con alguna aplicación práctica. Por otra parte, al figurar en esta edición 
demostraciones de los teoremas y deducciones de las fórmulas de derivación e integración, junto con 
una amplia relación de problemas resueltos y propuestos, también se puede utilizar como libro de texto 
para desarrollar un curso de cálculo. 


La disposición del libro es, en líneas generales, análoga a la de la edición anterior. Cada capítulo 
comienza por establecer las definiciones, principios y teoremas de los temas a tratar en él. Los ejemplos 
ilustrativos y los problemas resueltos que figuran a continuación se han seleccionado no solo con el objeto 
de ampliar o completar la teoría, sino también con el de que el alumno adquiera práctica en la formula- 
ción y resolución de problemas; para que éste pueda aplicar repetidamente los principios fundamentales 
y para que la ensefianza sea verdaderamente eficaz; para prevenirle ante las dificultades con que normal- 
mente se tropieza el principiante y, finalmente, para mostrar el amplio campo en el que el cálculo tiene 
aplicación. En la explicación de los problemas resueltos se incluyen numerosas demostraciones de teo- 
remas y se razonan, detalladamente, los resultados. Para sacar el máximo partido de este libro, bien se 
utilice como texto suplementario, bien como texto propiamente dicho, es necesario estudiar detenida- 
mente los problemas resueltos. En cada uno de ellos hay algo que aprender y lo más práctico será que 
el alumno los vuelva a resolver él solo, justificando los sucesivos pasos o etapas de los mismos. De esta 
forma no se encontrarán grandes dificultades para resolver la mayor parte de los problemas propuestos. 


El aumento de, aproximadamente, un cincuenta por ciento, que ha experimentado el contenido de 
esta edición se debe, solo en parte, a las adiciones reseñadas anteriormente. Otras innovaciones que me- 
rece la pena destacar son el estudio más completo del concepto de límite, de la continuidad de funciones 
y de las series infinitas, así como la introducción más extensa que se ha dado a los vectores en el plano 
y en el espacio. 


Con objeto de que la parte en que se exponen las aplicaciones más elementales de la integración, 
como son el cálculo de áreas, volümenes, etc., se pueda estudiar en orden de capítulos diferente al que 
aquí aparece, estos han sido expuestos de forma que en su mayor parte se puedan asimilar, una vez es- 
tudiados los seis primeros. Así, quienes utilicen este texto como libro de consulta o suplemento, encon- 
trarán pocas dificultades para acomodarlo a sus necesidades. | 


El autor quiere aprovechar la oportunidad de poder expresar su gratitud a la Schaum Publishing 
Company por su magnífica cooperación. 


FRANK AYRES, JR. 
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Саришо 1 


Variables y funciones 


EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES está formado por el de los nümeros racionales (enteros 
positivos y negativos, cero y los fois ci de la forma a/b siendo a y b números enteros) y el 


de los números irracionales (de infinitas cifras decimales, como por ejemplo 4/2 = 1,4142... 
y л = 3,14159. .. que по se pyeden expresar como una relación entre enteros). 


El álgebra de los números complejos no juegan aquí papel alguno y como no puede haber con- 
fusión siempre que se hable de un número, se sobrentenderá que se trata de un número real. 


EL VALOR ABSOLUTO O NUMERICO (|N|) de un número (real) N se define por: 


IN| = N si N es cero о un número positivo, 
IN| = —N si N es un número negativo. 
Por ejemplo, 
[3] = |—3] = 3, B— 5| = |5—3] = 2, 
x—al=x—asixza у |х—а|=а—х5їх<а. 


Еп general, si a у b son dos números cualesquiera, 
—la| < a < |а| 


а+Ы= а; |ab| = |a| 16); "ELIT 


а 
b 
la + 5| > |а| — |b|; la — 5| < lal + 10; 
la + b| < la] + 101; (4-4 > la] — Ibl. 


UNA ESCALA NUMERICA es una representación gráfica de los nümeros reales por medio de los puntos 
de una recta. А cada número le corresponde un solo punto де la recta y reciprocamente. Por tanto, 
los vocablos número y punto (en una escala numérica) se pueden utilizar indistintamente. 


Para establecer una escala numérica sobre una recta hay que efectuar las siguientes operaciones: 
(i) tomar un punto cualquiera de ella como origen (asignándole el 0), (ii) elegir un sentido positivo 
(se indica por medio de una flecha) y (iii) con una unidad de medida adecuada situar el punto +1 
a una distancia del O igual a dicha unidad. Los números (puntos) N y —N están a ambos lados 
de 0 y a |N| unidades de él. 


-4 -8-5/2 -2 —3/2 -1 0 1/2 1 y2 2 37 4 
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Si a y b son dos números diferentes, a < b significa que a está situado a la izquierda de b en la 
escala, mientras que а > b quiere decir que a está a la derecha de b. 


El segmento dirigido de a a b viene representado por b — a, siendo negativo si a > b y posi- 
tivo si а < b. En cualquiera de estos casos, b está a una distancia de a igual а | — a! = |a — |. 


INTERVALOS FINITOS. Sean а y b dos números tales que а < b. El conjunto de todos los números x 
comprendidos entre a у b recibe el nombre de intervalo abierto de a a b y se escribe a < x < b. 
Los puntos a y b reciben el nombre de extremos del intervalo. Un intervalo abierto no contiene 
а sus extremos. · : 


El intervalo abierto a « x « b junto con sus extremos a у b recibe el nombre de intervalo ce- 
rrado de a a b y se escribe a < x < b. 


————QÓr—Ó n —f y — A—— 9-а Й 
а Ь а Ь 
intervalo abierto: a < x < b intervalo cerrado: а = х = Б 


INTERVALOS INFINITOS. Sea a ип nümero cualquiera. El conjunto де todos.los nümeros x tales que 
x « a recibe el nombre de intervalo infinito. Otros intervalos infinitos son los definidos por x < a, 
х>аух >а. 

(Ver Problemas 1-2.) 


CONSTANTE Y VARIABLE. En la definición del intervalo a < x < b: 
(i) cada uno de los símbolos a y b representan un solo número que se denomina una constante. 


(ii) el símbolo x representa un número cualquiera del conjunto de números у se denomina va- 
riable. 


El campo de variación de una variable es otra característica del conjunto de nümeros que ella 
representa. Por ejemplo: 


(1) si x es un libro de un conjunto formado por diez volümenes, el campo de variación de x es 
el conjunto formado por los números enteros |, 2, 3, .. ., 10. 


(2 Si x es un día del mes de julio, su campo de variación estará formado por el conjunto de nú- 
meros 1, 2, 3, .. ., 31. 


(3) Six es la cantidad de agua (en litros) que se puede sacar de un depósito lleno de diez litros, 
su campo de variación es el intervalo 0 — x < 10. 


LAS DESIGUALDADES, como por ejemplo 2x — 3 > 0 y х? — 5x — 24 < 0, también definen inter- 
valos sobre una escala numérica. 


Ejemplo 1: Resolver la desigualdad (а) 2x — 3 > 0, (b) x! — 5x — 24 < 0. 

(a) Se resuelve 2x — 3 = 0 у se obtiene x = 3/2; consideramos los intervalos x « 3/2 y x > 3/2. Para un valor 
cualquiera de x del intervalo x « 3/2, tal como x = 0, se verifica 2x — 3 < 0; para un valor cualquiera de x del 
intervalo x > 3/2 tal como x = 3, se verifica 2x — 3 > 0. Por tanto, 2x — 3 > 0 para todo valor de x perte- 
neciente al intervalo x > 3/2. 


(b) Se resuelve х? — 5x — 24 = (x + 3) (x — 8) = 0 y se obtiene x = —3 y x = 8; consideremos los intervalos 
x < —3, —3 <x < 8, x>8. Ahora bien х? — 5x — 24 > 0 para todos los valores de x pertenecientes a los 
intervalos x < —3 y x > 8. Por otra parte х? — 5x — 24 < 0 para los valores del intervalo —3 < x < 8. 
Por tanto, x* — 5x — 24 « 0 en el intervalo —3 < x < 8. 


(Ver Problema 3.) 
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FUNCION DE UNA VARIABLE. Se dice que una variable y es función de otra x, cuando ambas están 
relacionadas de forma que para cada valor de x perteneciente a su campo de variación le corresponde 
un valor de y. La variable y, cuyo valor depende del que tome x, recibe el nombre de variable de- 
pendiente, mientras que x es una variable independiente. La relación que liga a la función con la 
variable puede ser una tabla de valores en correspondencia (por ej., una tabla de logaritmos), una 
gráfica o una ecuación. 


Ejemplo 2: 

La ecuación х? — y = 10, siendo х la variable independiente, asigna un valor a y para cada valor que se dé a x. 
La función definida es y — x? — 10. La misma ecuación, tomando a y como variable independiente, hace correspon- 
der dos valores de x con cada uno de los que se den a y. Por tanto, se pueden definir dos funciones de y: x = 4/10-- y 


ух=— X 10 + y. 


Algunos autores definen a y como función de x, cuando a cada valor de x, perteneciente a su 
campo de variación, le corresponde uno o más valores de y. Así, pues, en el Ejemplo 2, y es una 
función uniforme de x, mientras que x es una función multiforme de y. Sin embargo, en el Cálculo, 
es conveniente descomponer las funciones multiformes en dos o más funciones uniformes. 


Por ello, la definición que hemos dado de función lleva implicita esta propiedad de uniformidad. 


El símbolo f(x) se lee «función de x» o bien f de x, pero nunca «f veces x». Si en un mismo 
problema intervienen otras funciones de x se emplearán letras diferentes para denominarlas: g(x), 
h(x), FG), 00), . . - 


Para poder estudiar una función y = f(x) se necesita siempre conocer el campo de variación 
de la variable independiente, que también recibe el nombre de dominio de definición de la función. 


Ejemplo 3: 


(a) La función (х) = 18x — 3x* está definida para todo valor de x; 
es decir, que siempre que x sea un número real, 18x — 3x* tam- 
. bién lo es. Por consiguiente el campo de variación de x о domi- 
nio de definición de la función está formado por el conjunto de 

los números reales. 


(b) Si el área de un rectángulo determinado viene dada por 
у = 18x — 3x?, siendo x uno de sus lados, tanto x como 
18x — 3x* deben ser positivos. De la figura adjunta o bien del 
Problema 3(a) se deduce que el dominio de definición es el 
intervalo 0 « x « 6. 


(c) El dominio de definición de la función y = x? — 10 del Ejem- 
plo 2 es el conjunto de [08 nümeros reales. En las funciones 


x =4/10 + yy x = —М10 + y es necesario que 10 + y > 0; О 5 
por tanto, el dominio de definición de сада una de ellas es : 
y > —10. Fig. 1-1 


Se dice que una función f(x) está definida en un intervalo, cuando lo está en un punto cualquiera 
de dicho intervalo. 


Si f(x) es una función de x y a es un valor de su dominio de definición, la expresión Да) significa 
el valor numérico obtenido al sustituir x por a en f(x) o sea el valor que toma f(x) cuando x = a. 


Ejemplo 4: Si /(x) = x? — 4х + 2, tendremos 


fü) -092-40)-2-1-4-2--41, 
fa = (—2} — 4—2) +2 = —8 + 8 + 2 = 2, 
fia = аз — 4a + 2, etc. 
(Ver Problemas 4-13.) 
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UNA SUCESION INFINITA es una función de una variable (representada normalmente por n) cuyo 
campo de variación está formado por el conjunto de los nümeros enteros positivos. Por ejemplo, 
m 1 - SE: 
cuando n va tomando los valores 1, 2, 3, 4, .. ., la función NOE da lugar a la sucesión de térmi- 
n 
nos 1, 1, 1, 1,... La sucesión se denomina infinita para indicar que no tiene último término. 


El término “эр de la sucesión anterior recibe el nombre de término general о término enésimo. 
H B 


о bien indican- 


i ЭЛС 1 
Una sucesión se representa por su término general encerrado entre llaves | 
п 
1 


do algunos de los términos que la componen, 3, 3, 1, +,..., а 
(Ver problemas 14-15). 


Problemas resueltos 


1. Enunciar y dibujar los intervalos: (а) —3 < x < 5, (b) 2 < x < 6, (с) —4 < x < 0, (d) x > 5, (е) х < 2. 


(a) Todos los números mayores que —3 y menores que 5. ———————— [О пи 


—8 Б 
(b) Todos los nümeros igual o mayor que 2 e igual o menor que 6. ESO x mp amm LINE 
, ; А 
(c) Todos 105 nümeros mayores que —4 е igual о menor que 0. 4 0 


Este intervalo finito que contiene a uno de sus extremos, recibe el nombre de intervalo serniabier to. 


(d) Todos los nümeros mayores que 5. -—, ——— 
Б 
(e) Todos los nümeros igual о menor que 2. pomo ep ig и. 


2. Enunciar y dibujar los intervalos: 


(a) ixi < 2; 6) |х| > 3; (с) Ix —3| < 1; (а) Ix —2| < ô, 8 > 0; (e) Oc |x -3| < 6, 60 > 0. 


(a) Intervalo abierto —2 < x < 2. PULL 
(b) Dos intervalos infinitos: x « —3 y x 3. NA AS OR 


(c) Intervalo abierto que contiene al punto 3. Para hallar los extremos hacemos x — 3 = 1, con lo cual, x = 4 y 
3—х = 1, de donde x = 2. (Hay que tener en cuenta que |x — 3| = х — 3 6 3 — x según el valor de x.) Los 
extremos son 2 y 4 y el intervalo es el 2 < x < 4. Obsérvese que el intervalo está formado por todos los puntos 
cuya distancia a 3 sea menor que 1. 


—— 0] — ——— ——— 
2 8 4 


(d) Siendo ô un número positivo dado, el intervalo 2—8б < x < 2 + ô está formado por todos los puntos cuya dis- 
tancia а 2 sea menor que ô. Este intervalo es un entorno del punto 2. 


(e) La desigualdad lx + 3| < ô define el intervalo —3 — ô < x < —3 + ô que contiene al punto —3. La condición 
0 < Ix + 3| implica que x —3. Por tanto, el campo de variación de x está formado por los dos intervalos abier- 
tos —3 — ô < x < —3 y —3 < x < —3 + ô. Los dos intervalos constituyen el entorno reducido del punto —3. 
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3. 


4. 


9. 


Resolver las desigualdades: (a) 18x — 3x? > 0, (b) (x + 3) (x —2) (x —4) < 0, (e) (x + рх —3) > 0. 


(a) De la igualdad 18x — 3x? = 3x(6 — x) = 0, se deduce, x = 0 y x = 6; a continuación, se determina el signo 
de 18x — 3x? para los valores de x pertenecientes a los intervalos x < 0, 0 < x < 6 y x > 6. La desigualdad se 
verifica para los valores de x comprendidos en el intervalo 0 < x < 6. 


(b) Una vez determinado el signo de (x + 3) (x — 2) (x — 4) en cada uno de los intervalos x < —3, —3 < x < 2, 


2<x<d4 y хь 4, se llega a la conclusión de que la desigualdad se satisface para todos los valores de x de los 
intervalos x < —3 y 2« x < 4. 


(c) Los intervalos que se deben estudiar son x < —1, —1 <x < 3 y x > 3. La desigualdad se cumple para х > 3. 
Obsérvese que como (x + 1)* > 0 para todos los valores de x, no es preciso tenerlo en cuenta. (Se podría decir 
lo mismo del factor (x 4- 1)?? 


Dada f(x) = Zu hallar (0), f(—1), / Qa), f(1/50, f(x + H). 


0-1 1 es 2 га —1 
Ооо ЖА ЕЕ аш Мола с. 
c We vx coepi _ x+h—l 
MS err 7 эгэл Е С er ONE QUEE 


JE 


; . m 
Si f(x) = 2°, demostrar que (а) f(x + 3) —f(x — р) == f) у (5) је —ђ = f (4). 
PES! 
ало 3) ла) = 2—25 rr y Ўро) q/8*2.-7'5.»-p. 
(х — 1) 2 
Si f(x) = log, 1/x, demostrar que (a) fla) = —3 у (Б) f(a-**) = 1/z. 
(a) f(a?) = log, 1/a? = log, a-? = — (b) f(a-!*) = log, 1/a7 Y? = log, а!! = 1/2. 
Si ГОО = log, x y F(z) = а, demostrar que F(f(x) = ЎРО). 
F(f(x)) = Flog, х) = а!%, == x = log, а" = f (a°) = (ОО. 
Determinar el campo de variación de la variable independiente x еп las funciones siguientes: 
1 1 х 
@ у= ДАО (b) y= var lectu yer cy c 


(а) Como y debe ser real, 4 — x? > 0, о sea, х? < 4; el campo de variación de x es el intervalo —2 < x < 2 o bien 
|x| < 2. Es decir, f(x) = у 4 — х? está definida en el intervalo —2 < x < 2 y solo en él. 


(b) En este caso x? — 16 > 0 o bien x? > 16; el campo de variación de x está formado por los intervalos x < —4 
yx > 4, о bien |x| > 4. 


(c) La función está definida para todos los valores de x excepto para x = 2, El campo de variación de x se puede 
expresar por x < 2, x > 2 o por x #2. 


(d) La función está definida para х = +3. E 


(e) Como x? + 4 = 0 para todo valor de x, el campo de variación de x es el conjunto de los números reales. 


Representar gráficamente las funciones definidas por: 


fx) = 5 сџапдод “х x 1 f(x) = 10 cuando 1 «x <2 
ТОО = 15 cuando 2 < х < 3 f(x) = 20 cuando 3 «x < 4 еїс. 


Determinar los campos de variación de x y de у = f(x). 


10. 


11. 


12. 


13. 
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Fig. 1-2 


La función f (x) representa el coste (en unidades arbitrarias) де la franquicia de correos por el interior para el envío 
de un peso x (en unidades arbitrarias). El campo de variación de x es el intervalo x > 0 y el de у = f(x), es el conjunto 
formado рог los números 5, 10, 15, 20, ... 


Para proteger un terreno rectangular se precisaron 2 000 m de alambrada. Si una de las dimensiones es x m, expresar 
el área, y (mê), en función de x. Determinar el campo de variación de x. 


Como una de las dimensiones es x, la otra será 4(2 000 — 2x) = 1 000 — x. 


El área es у = x(1 000 — x) y el campo de variación de x es 0 < x « 1 000, А 2 
Expresar la longitud 1 de una cuerda de una circunferencia de 8 ст de radio en p 
función de su distancia x cm al centro de la misma. Determinar el campo de 


variación de x. 
De la Fig. 1-3 se deduce, M = 4/64 —x* y [= 24// 64 — x. Fig. 1-3 


El campo de variación de x es el intervalo 0 < x « 8. 


En cada uno de los vértices de una placa cuadrada de estaño de 12 cm de lado, 
se cortan pequeños cuadrados de x ст de lado, doblándose a continuación los 
bordes hacia arriba para formar una caja abierta. Expresar el volumen V (cm?) 
en función de x y determinar el campo de variación de cada una de las variables. 


La base de la caja es un cuadrado de (12 — 2x) cm de lado y su altura es 
de х cm. El volumen, V = x(12 — 2x} = 4x(6 — x)*. El campo de variación de x 
es el intervalo 0 « x « 6. 


A medida que aumenta x, dentro de su campo de variación, también lo 
hace V hasta un determinado valor para luego disminuir. Así pues, de todas las 
cajas que se pueden construir hay una, M, de volumen máximo. Para deter- Я 
minar M es preciso conocer el valor de x para el cual V comienza a disminuir. Fig. 1-4 
Este problema se resolverá en un capítulo posterior. 


Si f(x) — x* -- 2x, hallar e interpretar el resultado. 


fía + 5) —f(a) 
h 


fa + 8)-14) _ Ка + № + Xa + B) — (at + 22) 
ћ E h 
-244-248 


Sobre el gráfico de la función (Fig. 1*5) situamos los puntos P y О cuyas 
abscisas respectivas son a y (а + А). La ordenada de P es f(a) у la de Q esf(a + А). 
Por tanto, 

Ка + h)--f(a) _ diferencia de ordenadas 
h diferencia de abscisas 


= pendiente де РО 
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14. 


15. 


16. 


Escribir los cinco primeros términos de cada una де las siguientes sucesiones: 


1 ну 1. 1 і 
(а) E n | Tendremos s, = 1 — 37; por tanto salesan S 
1 3 1 5 1 7 
E е А E гм Олж. 251 Vet 
E. AL лаша гош 


y 5 = 9/10, Los términos pedidos son 1/2, 3/4, 5/6, 7/8, 9/10. 


(b) [E nd Tendremos 5, = (— 1)? 3- — = 1/2, 
1 1 
за = (—1)* "aaa = — 15, s= CD T = 1/8, 


Sa = —1/11, s, = 1/14. Los términos pedidos son 1/2, —1/5, 1/8, —1/11, 1/14. 


2n у 
(с) | 144 | Los términos son 1, 4/5, 3/5, 8/17, 5/13. 


5 1 —2 3 —4 5 
d y ыл ур t A ые ЕАС 
(d) Ї ) AFDAFA Los términos son 3o pa 4$ AT 


(e) 88-13 + 1]. Los términos son 0, 1, 0, 1, 0. 


Escribir el término general de cada una de 148 siguientes sucesiones: 


(а) 1, —1/3, 1/5, 1/7, 1/9, . .. 


Los términos son 105 reciprocos de los nümeros impares positivos. El término general es 2л | D 
(5) 1, —1/2, 1/3, —1/4, 1/5, ... 


Prescindiendo del signo, se trata de los recíprocos de los enteros positivos. El término general es 
1 1 
LES! л —1 
(—1) Жо (=D ЭГ 


(с) 1, 1/4, 1/9, 1/16, 1/25,.... 
Los términos son los recíprocos de los cuadrados de los enteros positivos. El término general es 1/n?, 


pU d$ 1-3-5 0535557 3 ):3*:5...(2n— 1) 
rra Ata о (ау 


(e) 1/2, —4/9, 9/28,--16/65,.... 
Sin tener en cuenta el signo, los numeradores son los cuadrados de los enteros positivos, y los denominadores son 
п? 
mat” 


los cubos de dichos enteros incrementados en una unidad. El término general es (—1)" +! 


Demostrar que si a y b son dos números cualesquiera, |a + b| < ја! + bl. 


Consideremos los siguientes casos: (a) a y b ambos positivos, (b) a y b ambos negativos, (c) a y b uno positivo y otro 
negativo, 


(a) Como |а| = а, |b| = b, y a + b es cero o un número positivo, tendremos 
la + b] =a + Б = lal + Ibl 
(b) Como |а| = —а, |b| = —b, y a + b es negativo, tendremos 
ja + b| = —a + 5) = —а + (—5) = lal + |0! 
(с) Supongamos a >0 y b < 0; entonces |а| = ay lb] = 20 2 


Si la] > Ibl, entonces la + b| = a + b < a— b = |а| + ibl. 
~ Si la] < |b], entonces |а + b| = —a — b < a —b = la) + lb]. 
Si || = [5], entonces ja + b| = 0 < la] + lb]. 


Por tanto, sia > 0yb<0osia<0 y b > 0, entonces la + 81 < ial + Ibl. 
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Problemas propuestos 
17. Representar cada uno de los intervalos siguientes: 
(а —5<x<0 (с) —2<х<3 (е) xl «3 (g) јх— 21 <5 G)0«Ix—2|I«1 (А) Ix —21 21 
(D x<0 (d) x21 (0) 15125 (А) ix c 31» 1 ()0<|х+3|<{ 
18. Si f(x) = x? — 4х + 6, hallar (а) f(0), (b) TO (с) f (—2). Sol. (a) 6, (b) 3, (c) 18 
Probar que 2 (D = 7012) У/2-4)-702-4-8). 
19. Si /(х) = 2-ү xi , hallar (а) f(0, (8) f(D, (с) f(—2). 501. (а) —1, (b) 0, (с) 3 
Probar que /(1/х) = —/(х) y f(—1/x) = — год. 
20. Si f(x) = x? —x, demostrar que f(x + 1) = /(—х). 
21. Si f(x) = 1/x, demostrar que f(a) —f(b) = f 62.) 
22. Si y = f(x) = (5х + 3) (4х — 5), demostrar que х = f(y). 
23. Determinar el dominio de definición de cada una de las funciones siguientes: 
zr ENS errem 2 2х 5-1 
(а) Y = х +4 (c) У ба x! 4 (e) y PES (x — 2)(x +1) (g) y аЗ + 1 
S кыды Е 1 ES z 
6) у=у#+4 (0 у= c 0 у === ш у = А T 


26. 


27. 


29. 


. Hallar 


Sol. (а), (b), (g) todos los valores de x; (с) |х| > 2; (d) x € —3; (е) x з —1,2; (f) —3 < x < 3; 0x «2 


, Siendo: (a) f(x) = 1 рага а 


f(a + № — Та) 
ћ 


42 а+һ=2; (b }(х) = 


а> 4, а+>ћ>4; (с) ЈО) Er ais a T hs —1. 


Sol. 


O свиње Ко 


(a) [ 1+ 1) (е) {а + (п 1)0} (е) 


(b) | xD (0) (опат 0) 


501. (а) 2, 3/2, 4/8, 5/4, 6/5 
(6) 1/2, 1/6, 1/12, 1/20, 1/30 


(d) a, —ar, ar”, —ал“, аг! 2 


MC A 
(©) (a Xa + +1) 


. Escribir los cinco primeros términos de сада una de las sucesiones. 
n n! 
(g) femen} 
У1 + sl шы 


| Е Ц (A) [ 
(е) 1/у2, 2/5, 3/\/10, 4/V17, 5/V/26 
() V2, 193, 2/3, 1У5, убљ 


(є) a, a - d, a + 2d, а + За, а + 44 (g) 1, —1/2, 2/9, 


2 2 17: 


(2n)! 
3" Б" = 


—8/32, 24/625 


‚21 732! 


(8) 3› a.p: 8-5' 37-67 3:55 


Escribir el término general de cada una de las sucesiones. 


(a) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, . . . 
(b) 1/2, —1/6, 1/12, —1/20, 1/30, . . . 
(c) 1/2, 1/12, 1/30, 1/56, 1/90, . . . 


Sol. 2n — 


2n—1 


(d) 1/5?, 3/55, 5/57, 7/5*, 9/51, . 
(e) 1/21, —1/4 !, 1/6 !, —1/8 !, 1/10, . 


n-i 1 nde "—1 
(9 зт. © CD uL O A O ero (€ CDU бууд 


M x —4 para 


«Siempre que |х — 4| < 1, If(x)] > 1» significa: «siempre que x esté comprendido entre 3 y 5, f(x) es menor que —1, 


о bien mayor que + 1». Interpretar las siguientes expresiones: 
(a) Siempre que |x — 1| < 2, f(x) < 10. 
(b) Siempre que ix — 5| < 2, f(x) > 0. 


о falsas. Sol. (b) es falsa. 


Demostrar que, siendo a y b dos números cualesquiera: |a + b| = 


la + b| = la] — lb]; la — b| < lal + Ibl; la — b| Z: la] — [5]. 


(c) Siempre que 0 < |x — 6| < 1, f(x) > 0, 
(d) Siempre que Ix — 3| < 2, |f(x) —9| < 4. 


lb + al; lab] = 


lal * 19]; |а/Ь| = 


. Dibujar la función y — f(x) = 6x — x* y determinar cuál de las expresiones (а) — (d) del Problema 27 son verdaderas 


lal / 161, b + 0; 


Capitulo 2 


Límites 


LIMITE DE UNA SUCESION. Si se sitúan sobre una escala numérica los puntos correspondientes a los 
términos de la sucesión 


1, 3/2, 5/3, 7/4, 9/5, ..., 2 — 1/п, ... (4) 


se observa que se van aproximando al punto 2 de manera que existen puntos de la sucesión cuya 
distancia a 2 es menor que cualquier cantidad dada por редџећа que sca. Por ejemplo, el pun- 


to 2001/1 001 y todos 105 siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/1 000; el punto 20 000 001/ 
10000001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/10 000 000, y así sucesiva- 
mente. Estas condiciones se expresan diciendo que el límite de la sucesión es 2. 


Si x es una variable cuyo campo de variación es la sucesión (1) se dice que x se aproxima al 
límite 2, o bien que x tiende a 2, y se representa por х — 2. 


La sucesión (1) no contiene a su límite 2. Sin embargo, la sucesión |, 1/2, 1, 3/4, 1, 5/6, 1,..., 
en la que todos los términos impares son iguales a 1, tiene por límite 1. Por tanto, una sucesión 
puede o no contener a su propio límite. Sin embargo, como se verá más adelante, decir que x— a 
implica x = a, esto es, se sobrentenderá que cualquier sucesión dada no contiene a su límite como 
término. 


LIMITE DE UNA FUNCION. Si x— 2 según la sucesión (1), f(x) = х > 4 según la sucesión 1, э, 
25/9, 49/16, .. ., (2 — 1/п)%,... Ahora bien, si х 2 según la sucesión 


2,1; 2,01; 2,001; 2,0001; ...; 2 + 1/10"; ... (2) 


х2-» 4 según la sucesión 4,41; 4,0401; 4,004001;..., (2 + 1Л10”)?;... Parece razonable esperar 
que x? tiende а 4 siempre que x tienda a 2. En estas condiciones 54 establece que «el límite de х? 
cuando x tiende a 2 es igual a 4», y se representa por el simbolismo lim x* — 4. 

x32 


(Ver Problemas 1-2.) 


LIMITES POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. Cuando х 2 según la sucesión (1), cada 
término es siempre menor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la izquierda, y se repre- 
senta рог х» 2-. Análogamente, cuando х» 2 según la sucesión (2), cada término es siempre 
mayor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la derecha y se representa por x — 2*. Es evi- 
dente que la existencia del lim f(x) implica la del límite por la izquierda lim f(x) y la del límite 


por la derecha lim f(x), y que ‚ ambos son iguales. Sin embargo, la existencia del límite por la derecha 


xa 
(izquierda) no implica necesariamente la existencia del límite por la izquierda (derecha). 


9 
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Ejemplo 1: 
Sea la función f(x) = 4/9 — хе, El dominio de definición es el intervalo —3 < х < 3. Si a es un número cual- 
quiera del intervalo abierto —3 < x < 3, lim 4/ 9 — x? existe y es igual a y 9 — a?. Considérese ahora que a = 3. 


xu 


Si x tiende а 3 рог la izquierda, lim 4/ 9 — x* = 0, y si x tiende a 3 por la derecha, lim 4/ 9 — x* no existe, pues- 
x—3- x 


to que para x > 3, y 9 — x? es un número imaginario. Por tanto, no existe lim 4/ 9 — xt. 
x3 


Análogamente, lim y 9 — x? existe y es igual a 0; sin embargo, no existen ni lim 4/ 9 — х? ni lim 4//9 — ха. 
х-»-3 х-»-3- х-»-3 


+ 


TEOREMAS SOBRE LIMITES. 


I. Si f(x) = c, constante, tendremos lim f(x) = с. 


х-а 


Si lim f(x) = A y lim g(x) = B, resulta: 


хуа 


П. limk-:/f(x) = kA, siendo k una constante. 


хәа 


ш. lim|f(z)*9()) = lim/(z) = limg() = А = В. 
IV. lim[f(z)g(z)) = lim/():limg(z) = A-B. 

| lim f(z) 
у. lim E = mas = siempre que B 7 0. 


‚у. lim Y fx) = “| lim f(x) = VA, siempre que VA sea un nümero real. 


Lind! 


INFINITO. Sea el campo de variación de la variable x la sucesión 5), 55, 5з, 54, . » о Sm» . - · En estas con- 
diciones se establece: 


(i) x tiende a más infinito [x > +-00] si a partir de un determinado término, éste y todos los que 
le siguen, son mayores que cualquier nümero positivo dado, por grande que éste sea. Por 
ejemplo, x — + оо en la sucesión 1, 2, 3, 4, ... 


(ii) x tiende a menos infinito [x ^ — oo] si a partir de un determinado término, éste y todos los 
que le siguen son menores que cualquier número negativo dado, por pequeño que éste sea. 
Por ejemplo, x > — oo en la sucesión —2, —4, —6, —8, ... 


(1) x tiende a infinito [x со] si |х| — + oo, esto es, x — + oo, o bien, х > — оо. 


Se dice que una función f(x) tiende a más infinito cuando x — a, E fix) = + «| 51 сџапдо х 
xca 


. зе aproxima a a (sin tomar el valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en 
adelante, superior a un nümero positivo dado, por grande que éste sea. 


Se dice que una función f(x) tiende a menos infinito cuando x — a, [ша Ло) = — «| si cuando x 


x—>a 
se aproxima a a (sin tomar el valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en ade- 
lante, inferior a un número negativo dado, por pequeño que éste sea. 


Se dice que una función f(x) tiende a infinito cuando x — a, E JO) = «| si lim f(x) == + oo 


xa 
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Ejemplo 2: 


y й 1 E T 
(а) Cuando x — 2 segün la sucesión (7), f(x) = za Аа + со según la sucesión 1,2, 3, 4, · - - En general, si 


x27, ! — - оо у se escribe, lim ! = + о, 
2—х z- 2—Х 


(b) Cuando x — 2 según la sucesión (2), f(x) = Е шог со según la 5исе5160--10, -—100, —1 000, —10000, - · · 


2 
A + TEM i i === 
En general, si x + 2+, ЭКС" оо y se escribe lim ЭСЭХ eo, 
(c) Cuando x > 2 según (1) у (2), | f(x) = > ! AOS y se escribe lim x prec 
- > m 


Nota. Los símbolos + oo, —oo, oo no deben considerarse como nuevos números a añadir al 
conjunto de los números reales, sino que se utilizan para indicar un cierto comportamiento de: una 
variable o de una función. Cuando una variable o el valor де una función aumenta constantemente 
sin llegar a alcanzar nunca un determinado valor M el límite de dicha variable o función será M 
o un número inferior a él. Cuando no existe tal número M; se dice que la variable o función tiende 
a infinito. En este último caso no existe límite; la designación de límite se sigue empleando solo por 
conveniencia. 

(Ver Problemas 3-12.) 


LA DEFINICION lim f(x) = A se ha establecido estudiando el comportamiento de f(x) cuando x— а 


х—а 
según varias sucesiones. En todos los casos se dedujo que f(x) A, por lo que se puede pensar que 
a este mismo resultado se habría llegado (sin comprobar) para todas las sucesiones que tengan 
por límite a. Ahora bien, cuando x— а según cada una de las sucesiones quiere decir que el valor 
de x se aproxima a a. La noción fundamental del concepto de límite es la de que siempre que x se 
aproxime a a, sin llegar nunca a alcanzar este valor, f(x) se aproxima a A. Este hecho se puede esta- 
blecer en términos más precisos, en la forma siguiente: 


A. lim f(x) = A si dado un número positivo є tan pequeño como se quiera, existe otro número 
х-»а 
positivo д tal que cuando 0 < |х — a| < ô se verifica | f(x) — A| < e. 
Estas dos desigualdades establecen los intervalos: 


Zo z fixo) fto) 
«—58 а а+ ё А – е А Arte 
à Fig. 2-1 an 


De aquí resulta otra forma de establecer la esencia del concepto de límite: fijado el nümero « [con 
lo cual queda definido el intervalo (11)], se puede encontrar un número б [y determinar el intervalo ().] 
de forma que, siempre que x = a en el intervalo (i), por ejemplo xy, f(x) esté contenido en el in- 
tervalo (ii). 


Ejemplo 3: 
Utilizando la definición de límite, demostrar que lim (x? + 3x) = 10. 
ЁСэн 


*.Elegido un valor de e, se debe encontrar un ô > 0 de forma que, siempre que 0 < |x — 2| 9, se verifique, 
| 023 + 33) — 10 | < e. Observemos que si 0 < |х — 2| < А < 1, también se verificará |х — 2|" < А para cualquier 
valor positivo de n. Por tanto, 


[G + 3х) 10] = 1(x—2! 7( —2) € Ix —2i*- 7x 2] < 4473 = 8À 


Ahora bien, para que 84 < e basta con que 1 < e/8. Por consiguiente, dado el número e, se puede encontrar un 8, 
menor que «/8, que satisface la condición de límite. 
(Ver Problemas 13-14.) 


OTROS TIPOS DE LIMITES. 
B. lim у(х) = oo si dado un número positivo M, tan grande como se quiera, existe otro д tal que, 
para 0- lx — a| < ô se verifica | /(х)| > M. 
Cuando f(x) > M, lim f(x) = + oo; si f(x) < —M, lim f(x) = —oo. 


х-»д 
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1. 


2. 


3. 
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C. lim f(x) = A si dado un número positivo e, tan pequeño como se quiera, existe un número 
x00 
positivo M tal que, para |х| > M, se verifica |f(x) — 4| < є. 

D. lim f(x) = oo si dado un número positivo M, tan grande como se quiera, existe un número 
XD 


positivo P tal que, para |x| > Р, se verifica |f(x)| > M. 
(Ver Problema 15.) 


Cuando existen los límites, lim f(x) y [ш g(x), son válidos todos los teoremas de este capítulo. 


Sin embargo, estos teoremas no se eden aplicar cuando lim f(x) = oo y ип g(x) = оо о cuando 
lim f(x) = со y lim g(x) = оо. Por ejemplo, lim тг = со y lim 7 = oe, pero lim 
x0 x1 TES xl гах xl 
a, | ЗЕРЕ Igualmente, lim (x? + 5) = + oo y lim (2 — x?) = —oo 
— Ex x х-—> + ср x—>+ o 
pero lim {(x? s 5) -Q — x?)) = lim 7 = 7. 
Х- + 90 хэ +а0 


Problemas resueltos 


Calcular el límite de las sucesiones siguientes: 


(a) 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ... (c) 2, 5/2, 8/3, 11/4, 14/5, ... (e) 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32,... 
(b) 1, 1/4, 1/9, 1/16, 1/25, ... (d) 5,4, 11/3, 7/2, 17/5, ... (f) 0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; 0,99999; ... 


(a) El término general es 1/7. А medida que n toma los valores 1, 2, 3, 4..., va disminuyendo 1/n pero conservándose 
siempre positivo, El límite es 0. 


(b) El término general es (1/7)2; el límite es 0. 

(c) El término general es 3 — 1/5; el límite es 3. 

(d) El término general es 3 + 2/n; el límite es 3. 

(e) El término general es 1/2”; como еп (a), el límite es 0. 
(f) El término general es 1 — 1/10”; el límite es 1. 


Calcular el límite de у = x + 2, siendo x los términos de cada una de las sucesiones del Problema 1. 


(a) y — 2 según la sucesión 3, 5/2, 7/3, 9/4, 11/5, ..., 2 + l/n, ... 

(b) y 2 según la sucesión 3, 9/4, 19/9, 33/16, 51/25, ..., 2 + 1/n?, ... 
(c) y — 5 según la sucesión 4, 9/2, 14/3, 19/4, 24/5, ..., 5 — 1/n, ... 

(d) y — 5 según la sucesión 7, 6, 17/3, 11/2, 27/5, ..., 5 + 2[n, ... 

(e) y > 2 según la sucesión 5/2, 9/4, 17/8, 33/16, 65/32, ..., 2 + 1/2”, ... 


(f) y —> 3 según la sucesión 2,9; 2,99; 2,999; 2,9999; ...; 3 — 1 


10" У 

Calcular: 
(a) lim 5х = 5lim z = 5:2 = 10 m lim (2 — 2) 1 

20 (d) lim 7 202 010 EFD 5 
(b) lim (22-3) = 2limz + lim3 is Im toss 

X. p ex. To? 
: 2—4 4—4 

= 224+3=1 O Mara = ата = 

©) о 942+) = а-в+1 = <8 — (f ауа = «| lim (235-2 = V8 = 


Nota. Del resultado de estos problemas no se debe sacar la conclusión de que lim f(x) es invariablemente f(a). 


El términof(a) significa el valor de f(x) cuando x = a, y, se ha visto en el primer párrafo del "Capítulo, que cuando x — a, 
la variable x nunca llega a ser igual a a. 
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4. Hallar el límite de /(x) = (—1)* siendo х los términos de las sucesiones 
(a) 1/3, 1/5, 1/7, 1/9, ... y (b) 2/3, 2/5,‹2/7, 2/9, .. 


¿Qué se puede decir acerca de lim (—1)* y f(0)? 
z>0 


(а) (—1) => —1 en la sucesión —1, —1, —1, —1, .. 
(b) (—1* — +1 en la sucesión +1, +1, +1, 4-1, ... 


Como TER псе hacia límites distintos cuando x toma los valores де las dos sucesiones, lim (—1Y no existe; 


70) = (—1» = 


5. Hallar: 


(а) lim == = ut == 1 = 1 


212 - dH" раје а) 7 mya 7 


La división por (x — 4), antes del paso al límite, es válida, porque como se ha dicho, cuando x — 4 es x > 4; 
por tanto, x — 4 nunca es igual a cero. 


4 8— 27 _ у. (2—30637+8%+9 — , 24349 — 9 
jum mg - NL DI XP C ba. 6 1g 
a. 2 1 2... 41 2 
(с) m Cte E lim 2 282 +h а? E TEL RS = lim(2x+A) = 2x 
lim ћљо А ће о Л Хо 


Aquí, y también en los Problemas 7 y 8, Л es una variable y, por ello, se podría pensar en una función de dos 
variables. Sin embargo, el que x sea una variable no juega papel alguno en estos problemas, de forma que se puede 
considerar a x como una constante, es decir, un valor particular de su campo de variación. El fundamento de este 


problema, como se verá en el Capítulo 4, es que si x es un valor cualquiera, como por ejemplo x — x,, en el do- 
minio de у = x?, se verifica 


— yri | 
lim FIT EF es siempre igual al doble del valor de x. 
(sp „н E a A аа КОМ ст Б) 


= = im 
5138-1245 i (3 — Vat B) + 246) 21 1-0 
= lim(8+ VFB) = 6 


RAE a O a ај 2x42 2 : 5 9 
(е) Ше ктер = lim Sean T lim 2—7 о ; no existe límite. 


Hallar los siguientes límites, dividiendo el numerador y denominador por la potencia mayor de xen la fracción, teniendo 
en cuenta luego que lim 1/x = 0. 
гт» 


(а) lim 39472 = lim 3—-2/ | 3-0 1 
г-+< 92-17 „89+ Va 7^ 9-40 3 
(0) li 6x 2*1 _ jim 6-02/:41/:5 _ 64040 _ 1 
Amo Gaara || m 6—83/«X4/2 ^ 6—040 — 
(ey oh zt4xz—2 _ lim l/xti1/s-2/5 _ 0 _ 0 
CHIESE" err и 4 — 1/2? 4 
3 
(d) lim == = lim 777% = œ; no existe límite. 


т. Dada /(х) = x? — 3x, hallar lim LEATA) 
Mo À 


Como f(x) = x! — 3x, f(x + Л) = (x + Н)? —3(x + Л) y 
Ка +) — f(z) . (x? +2hz + kè — 32 — 3h) — (х? — 3х) 
БЕКЕР завела паша = лије 


h—0 h 0 


lim (22 + h— 3) = 22 — 3 


lim 


h-9 


k 


|| 
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8. Dada f(x) = ~ 5x + 1, hallar lim лел, рага x > —1/5, 


9. 


10 


п 


п LE 9 — ЛӘ m У5 LA — МБ +1 


lim НЭР 

m MODE — Vbxz--l Убх +БА+1 + Уба +1 
ын h (007 VEETERYI + Visti 
а (бж + 5h + 1) — (52 + 1) 

^9 hy bz + 5. + 1 + уба + 1) 
———— M— ЦЭ ТЭЭН 

> o УБ + 5һҺ+1 + ybr+1 2 Бх +1 


En las funciones siguientes, determinar los puntos x = a para los cuales se anula el denominador, y calcular el límite 
de y cuándo x > а“ y x > а“, 


(a) 
(b) 


(c) 


(4) 


(е) 


у —f(x) = 2/x. El denominador es cero para x = 0. Cuando x — 0-, у > — со; cuando x — 0+, y > +o. 
x— 1 


y =/(х) = 4+ 902): Е! denominador es cero рага x = —3 y x = 2, Cuando x + —3-, у > —oo; cuando 
x — —3%, y + +оо. Cuando x > 2- ју > е; cuando x — 2+, y — +00, 
—3 
у —f(x) = (ЖЕ? + а (к= =D; El denominador es cero para x = —2 y x = 1. Cuando x => —2-, у > —co; cuando 
x — —2*, у + +00, Cuando x — 17, y > +00; cuando x — 1 +, y > —ео. 
(x + 2(x — 1) T v. 

y = ја) = parcum Р El denominador es cero para x = 3. Cuando x ~ 37, у > +00; cuando x —> 3+, 
y > +оо. 

y = х) = сЕ El denominador es сего рага х = 3. Cuando x — 3-, y > -- oo; cuando х —> 3+, 
у — +оо. 


: Я 1 : 1 + 21 
о cta) n reme Бората 
? 1 
(a) Sea x — 07; entonces 1/х > — ос, 20+ > 0, y lim. Jem 1/3. 
Sea x > 0* entonces 1/х > + се, 27: > +00, y li lim 30% 3 E RES I ы 0. 
Por tanto, lim 1 no existe 
бә 34 202 d 
И ! 1242/5 1 
(b) Sea x — 0-; entonces 277 + 0 y Jim 4125773 
TEM 2241 + TU 2-1 —— 
Sea x > 0+. Para x Ue c poer req g Y Сото lim 2 =0, іт сүргээ 1, 


1/2 


: 1-2 
Por tanto, lim ————— existe, 
о , lim LE no ex 


Estudiar el límite de cada una de las funciones del Problema 9 cuando x — —оо y cuando x > + со. 


(a) 


Cuando |x| es grande, |y] es pequeño. 
Para x = —1 000, y < 0; cuando x > —oo, y > 0-, Para х = +1 000, y > 0; cuando x > +00, y — 0+. 


(b) (c) Igual que en (a). 


(d) Cuando |х] es grande, |у| es aproximadamente 1. 


(e) 


Para x = —1 000, y < 1; cuando x > —оо, у > 1-. Para x = +1 000, y > 1; cuando x > +оо, y > 17. 
Cuando |х| es grande, |у| es grande. 
Para x = —1 000, у > 0; cuando х + -—ео, y + + oc. Para x = +1 000, y < 0; cuando x — +оо, y > —оо, 
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12, Estudiar el límite de la función del Problema 9 del Capítulo 1 cuando x > a- y cuando x > а" siendo a un número 
cualquiera entero y positivo: 


Consideremos а = 2. Si x — 27 según la sucesión (1), f(x) > 10 según la sucesión 5, 10, 10, 10, ...; si x > 2+ según 
la sucesión (2), f(x) — 15. Por tanto, no existe lim f(x) ni tampoco lim f(x). 
x2 х—»а 


13. Aplicando la definición de límite, probar que: 


(а) lim (4x* + 3x? — Mx + 22) = 5, (b) lim (—2x° + 9x 4) = —3 
zx Х--1 


(a) Dado un e, para 0 < |x —1| <å <}, 


[Go + 3х2 — 24x + 22)—5,| = |4(х — D? + 15x? —36x + 21| = |4х— D? + 15(х — 1} — 6(x — 1) | 
< 4|x — 1| + 15 Ix — 1|? + 6 lx — 1| 
< 4А + 154 + 6А = 254 


Para que |(4х° + 3x? — 24x + 22) — 5 | < e, basta con que А < e/25; por consiguiente, dado un e existe un ô 
menor que e/25, que satisface la condición de límite. 


(b) Dado un e, para O < x + 1| « À « 1, 


(2 + 9х + 4) + 31 = |—2(х + 1)* 6 HD? + За + 1) | 
< 21x - 156 + 18 + 31x +1] < ПА 


por lo que, dado un e, existe ип б, menor que e/11, que satisface la condición de límite. 


14. Siendo lim f(x) = A y lim 20) = B, probar que 
£a r9 


(а) lim (Ла) + $69) = 4 +8, O lim (70) 00) = AB, O lim LR 5,80 


Como lim f(x) = A y lim g(x) = B, de la definición de límite se deduce que dados los números e, > 0 y є > 0, 
£a ia 
tan pequeños como se quiera, existen dos valores д, > 0 y ô, > 0, o tales que: 


(D рага0 < [x —a| < â es |f(x) — A| < €, У 
(ii) para 0 < Ix —a| < ô, es lg) — В| < «. 


Si se elige un número А menor que б, у б,, se verificará 
dii) para 0 < |x —a| < Aque[f(x) — Al < €, у Is) — В| < є. 
(a) Elegido un valor de e, se necesita un ô > Otalque para 0 < |х — а| < ô, se verifique (Ах) + 200) — (А+В) | <e, 


Ahora bien, |(f(x) + 2(х)) — (А + B} | = | 00) — А) + (809) — B} | < Џо) — Al + 1800 — Bl. De (iii) 
РО) — А| < а siempre que 0 < Ix—a| СА у le(x)-— А| < e siempre que 0 < |х — aj < å, siendo А 
menor que б, y ó,. Por tanto, 


I (feo + 200) — (A + BJ | С € +e siempre que 0 < [x —a| < A 
Tomando e, = e, = ће y ô = А se tiene,. 
| Под + 200) — {4 + B) | < ће + de = є siempre que 0 < lx —a| < ô 
(b) Elegido un e, se debe encontrar un d tal que 
siempre que 0 < |х —al < ô se verifique | f(x)  £(x) — AB | < є 


Ahora bien ¡f(x) · (x) — AB | = | (00) — А) * (200 — B} + ВОЈСО — А} + Alg) — B} | 
< |f(x) — Al lgG) — В| + 181 Јо) — AI + [41 1269 — BI 


Por tanto, de (iii), If GO * g(x) — AB | < па + |B| e + |A| є siempre que 0 < |х — a| < A. 


у € < d LL ве satisfagan simultáneamente y 8-4 


т 4 de fi < je a < ies 
omando e, y є; de forma que e, є; E E суру 3 14| 
se tiene, 


Ро) gG) — AB | < 3 + «13 + «13 = є siempre que 0 < [x —а <ô 
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(c) Como — е m = Та)" , como se ha visto еп (b), hay que demostrar que lim ү E Же = в'В” 0. 


ais 200 
КЕ un e, se debe encontrar un ô tal que 
siempre que 0 < [x — а! < ô se verifique M — + | « €, 
: 1 B — g(x) 18(5) — В| јео) — В| 1 
Ahora b las — | A | = A = ЗЕ, . De (ii), 
ora sien а) B Bz |T |В|-|#О9| |] Teo: 2° 09 


Ie(x) — В| < €, siempre que 0 < іх — al < ô 


: Й : 1 y 
Como la función objeto de estudio es pom hay que asegurarse de que ó, es suficientemente pequeño para que 


en el intervalo a — б, < x < a + б, no exista una raíz de g(x) = 0. Sea 8, < ô, un valor que satisfaga a esta 
condición, de forma que [g(x) — B| < e y lg(0)] > 0 en 0 < |х — e| < ӧ,. Ahora bien, si [g(x)| > 0 en este 


А : 1 1 : : 
intervalo, se verificará |g(x)| > b > 0 у ———— < - en el mismo intervalo. Por tanto, 


[200] b 


1 са Lo 
A pea e еа 0 z ô 
| ТР В ВГ E siempre que 0 < |x — a| < ð 


Tomando e, < «b |B| у ô = ô, se verificará | по « « y еп consecuencia, 
| 1 


1 5 
36) M od Ix —a| < ô 


j : 1 e : х? 
15. Demostrar que: (а) lim {с 2р * (5) lim AES = 1, (e) lim 523 


(a) Elegido un M, para todos los valores de x del intervalo 0 « |x — 2| « ó, 


1 
(х — 2) 


1 
> WU Por tanto 


1 Ё 1 
> M cuando 43 YM 
1 1 1 
= < i 
| И 215115 м1 


1 
(х—2)* 


(b) Elegido un e, para todos los valores de x tales que |х| > M, Е- — 


<com>1+2. 


1 


х 
x+1 —1 


(c) Elegido un M suficientemente grande, para todos los valores de x tales que |х| > Р > 1, 


x? x? x? 
EIE 210141 > — 218 HE ZP. Por tanto | x] | > M cuando P > 2M. 


Problemas propuestos 


16. Estudiar el límite de y = 2x + 1 cuando x toma los valores de los términos de las sucesiones del Problema 1. 


Sol. (a) y — 1, (b) у 1, (0) у 7, (d) y — 7, (e) y 1,(f)y> 3 


17. Calcular: 


(a) lim (2*— 42) (e) lim zz () lim = A 
(b) lim (8 + 228 — 32 —4) () lim == G) т У 2 
(е) lim > (9) Jim. 23213 09) Шина мин 
(d) lim Tm сан (h) lim z пош ес 


Sol. (а) —4; (b) 0; (с) 5; (d) 0; (e) 1: () —4; (2) 1; (h) 1; (7) 0; (1) со, no existe límite; (К) 3х°; (1) 2 
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18. 


19. 


20. 


21. 


26. 


27. 


29. 


30. 


Calcular: 
02x + 3 х+3 3: —3-* 
(rs dx s © lim 5 н +6 Gm +3 
к 2x* +1 х4 5х +6 — 35 
Ali ee тол э с == 
(6) нээ 6 + x — 3x? (0) ШУ x41 () im. 5 3 + 3-* 


Sol. (a) E; (b) — 2/3; (c) 0; (d) со, no existe limite; (e) 0; (f£) 1; (2) —1 


Hallar lim NA AC] para cada una de las funciones del Problema 24, Capítulo 1. 
h-0 
Sol. (a) ———— , (b) ! (с) 
| ТЕ y 2Ма—4' (a E 


ах" + aux" 7 + ••• + ад 
Бох" + bx" + ++ + БА 
(Ё) m= n, x m « n. Sol. (a) no existe límite; (b) aj/b,; (c) 0 


Estudiar el lim - „Siendo аб» = 0 y m, n dos números positivos enteros, cuando (а) m > n, 


Hallar el límite de f(x) = |x| cuando x — 0. 
Ind. Estudiar lim f(x) y lim f(x). Sol. lim |x| = 
r-*0^ л>0+ o 


О) = х, х > 0 
Хо) = х +1, х<0 
Sol, lim f (x) no existe. 

к— 


Hallar el límite de cuando x — 0. 


(а) Aplicando el Teorema IV y el método matemático de inducción completa, demostrar que 


lim х" = а", siendo п un número entero у positivo 
> 
(b) Aplicando el Teorema ЇП y el método de inducción completa, demostrar que 


lim (10) + fs (х) +... + fü) = limf (x) + lim h(x) +... + lim Ax) 
Aplicando el Teorema II y los resultados де! Problema 23, demostrar que 
lim Р(х) = P(a), siendo Р(х) un polinomio en x. 


Siendo/(x) = 5x — 6, encontrar un ô > 0 tal que siempre que 0 < |х — 4| < ô se verifique | f(x) — 14| < e, cuando 
(а) <=" (b) e = 0,001. Sol. (a) 1/10, (b) 0,0002 
Aplicando la definición de límite, demostrar que: 


(a) lim 5x = 15, (b) lim х? = 4, (c) lim (x*— 3x + 5) = 
z—3 rot Li 


Aplicando la definición de límite, demostrar que: 


| 1 : X Я х y x? 
teres MOI Spr Um qum Ni eroe 
1 1 
Sol. (a) ò < 1/М,()6 < тт M » 1 c D) P» 2M 


Demostrar que si f(x) está definido para todos los valores de x próximos a x = a y tiene límite cuando x — a, este 
límite es ünico. 


Ind.: Suponer que lim f(x) = А, lim fœ) = B, siendo B + А. Elegir є, «€ < 4|4 — B| y determinar д; y à, 


para los dos limites. Tomando 8 más pequeño que ô, y 8,, se obtendrá |A — В| = (А —f бод) + (fo) — By <|А — ВІ, 
lo cual es una contradicción. 


Siendo f(x), e(x), A(x) tales que (1) f(x) < гэг X h(x) para todos los valores de х próximos a x = a, y (ii) lim f (х) 
= ]im A(x) = A, demostrar que lim #(х) = 


zs 


Ind.: Elegido un e > 0 tan E ER como se quiera, existirá un ô > 0 tal que, para 0 < |x — a| < 6, se verifique 
Ја) — Al < e y Ка) — А С € o bien, А — € < f(x) € gx) € h(x) СА + є. 


Demostrar que si f(x) < M para todos los valores de x, y lim f(x) = A, se verifica А < M. 


Ind.: Supongamos А > М. Eligiendo « = КА — M), se llega a una contradicción. 


Capitulo 3 


Continuidad 


UNA FUNCION f(x) es continua en el punto x = x, si (i) está definida f(x), (ii) existe lim Ло), (iii) 
lim а Дх). 


Por ejemplo, f(x) == ха js l es continua en el punto x = 2 ya que lim 1709) = 5 = f(2). La condición (i) 


expresa que una función puede ser continua ünicamente en puntos de su dominio de definición. 


Así, pues, f(x) = vV 4 — x? no es continua en x = 3 puesto que /(3) es imaginario y la función 
no está definida en este punto. 


Se dice que una función es continua en un intervalo (abierto o cerrado), cuando es continua en 
todos sus puntos. Se dice que una función es continua, cuando lo es en todos los puntos de su do- 
minio de definición. Así, pues, f(x) = x* + 1 y todos los polinomios en x son funciones continuas; 
otros ejemplos son 65, sen x, cos х. 


Si el dominio de definición de una función es un intervalo cerrado а < x < b, la condición (ii) 
no se cumple en los extremos a y b. En estos casos se dice que la función es continua, cuando lo es 
en el intervalo abierto a « x < b y además, lim f(x) = Да) y lim f(x) = f(b). Por ejemplo, 

xa? Хеђ“ . 


f(x) = у 9 — xt, es una función continua (ver Ejemplo 1, Capítulo 2). Las funciones que se manejan 
normalmente en el cálculo elemental son continuas en sus dominios de definición excepto en algún 
punto aislado. 


UNA FUNCION f(x) se dice que es discontinua en el punto x = x, cuando no se cumple una o varias 
de las condiciones dichas de continuidad. A continuación, se presentan algunos ejemplos de dis- 
continuidad: 


(а) Хх) = 5 L 5 es discontinua еп el punto x = 2 porque 


0) A2) no está definido (se hace nulo el denominador) 
(8) по existe lim f(x) (es infinito). 
х-»2 


La citada función es continua en todos los puntos salvo en el x = 2, en el que presenta una discon- 
tinuidad infinita. Ver Figura 3-1. 


Fig. 3-2 


з__ 
(b Ах) = z - : es discontinua en el punto x = 2 porque 


0) 2) по está definido (se anulan el numerador y el denominador) 


(i) lim f(x) = 4. 
x2 
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En este caso, la discontinuidad recibe el nombre de evitable ya que asignando a la función 


2. — 4 1 
f(x) = == 5 el valor f(2) = 4 para x = 2, ya es continua. (Obsérvese que la discontinuidad que 
se Бус en (а) по se puede evitar puesto que allí no existe el límite.) Las curvas representativas 
2-4 
de f(x) = у де g(x) = x + 2 son idénticas excepto еп el punto х = 2, еп el que la primera 


presenta un Т шоу Evitar la discontinuidad consiste simplement. en llenar de forma adecuada 
dicho M pa 


(с). Јао) = L x 5 3; f(3) = 9 es discontinua en el punto x = 3 porque 


à /@=9, (0 Шт) = 27, (8) limf) +/0) 


з __ 
La discontinuidad se puede evitar asignando а la función f(x) = => el valor /(3) = 27 
para x = 3. 


(d) La función del Problema 9, Capítulo 1, está definida para todo x > 0, pero presenta discon- 
tinuidades en los puntos х = 1, 2, 3, ... (ver Problema 12, Capítulo 2) ya que lim f(x) + lim 
f(x) (siendo 5 un número cualquiera entero y positivo). mur хэ" 


La diferencia entre los valores de estos dos límites recibe el nombre de salto de discontinuidad. 
(Ver Problemas 1-2.) 


PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. Los teoremas sobre la continuidad de funciones 
se deducen rápidamente de los teoremas sobre límites del Capítulo 2. En particular, si f(x) y g(x) 
son continuas para x = a, también lo son f(x) + g(x), f(x) * g(x) у f(x)/g(x) siempre que, en esta 
última, g(a) + 0. Es decir, mientras todos los polinomios de x son funciones continuas para todos 
los valores de la variable, las funciones racionales son continuas para todos los valores de x excepto 
en aquellos que anulan al denominador. 


En álgebra se aplican algunas de las propiedades de las funciones continuas, como por ejemplo: 


(0) En la curva representativa de una función polinómica y = f(x), dos puntos cualesquiera de 
ella (a, Да)ј у b, [/(b)] están unidos por un arco continuo. 


(b) Sif(a) y f(b) tienen signos opuestos, la curva de la función у = f(x) corta al eje x por lo menos 
una vez, y la ecuación f(x) == О tiene, por lo menos, una raíz entre x — a y x — b. 


La propiedad de las funciones continuas que aplicamos aquí es: 


1. Si f(x) es continua en el intervalo a < x <b, y si Да) + ДБ), todo valor, c, comprendido 
entre f(a) y f(b) lo toma la función al menos para un valor de x del intervalo, como por ejem- 
plo хо, de forma que f(x) = c. 


Las Figuras 3-3a y 3-3b ilustran las dos aplicaciones de esta propiedad, mientras que las 
3-4a y 3-4b nos muestran cómo es esencial la continuidad en el intervalo. 


у 


тр-------- 


f(x) = 0 tiene tres raices 
entre x = ay x = Ё. 


Fig. 3-3a Fig. 3-35 
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f(x) = 0 no tiene raíces 
entre x =a yx = b. 


Fig. 3-4a Fig. 3-4b 


Otras propiedades de las funciones continuas son: 


Л. Sif(x) es continua en el intervalo a < x x b, f(x) toma un valor mínimo m y otro máximo М 
para dos puntos del intervalo. 


Aun cuando la demostración de la Propiedad II se sale de los márgenes de este libro, sin 
embargo, se utilizará con plena libertad en capítulos posteriores. En las figuras siguientes se 
explica esta propiedad de un modo intuitivo. En la Fig. 3-5a la función es continua en el 
intervalo a < x < b; la función toma el menor valor m y el mayor M en los puntos x = c 
y x = d respectivamente, que pertenecen al intervalo. En la Fig. 3-55 la función es continua 
en a «x x < b; la función toma el menor valor еп el extremo x = a mientras que el mayor 
lo alcanza en el punto x — c de dicho intervalo. En la Fig. 3-5c se representa una discon- 
tinuidad en el punto x = c, siendo a « c « b; el menor valor de la función corresponde 
a X = a pero, en este caso, no existe valor máximo. 


у 


Fig. 3-5a 


с 


Fig. 8-5c 


IH. Si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y c un número cualquiera comprendido entre 
а y b, si Дс) > 0 existe un número 4 > 0 tal que, para с А « x < c + 1, se verifica 
f(x) > 0. 


Esta propiedad, cuya demostración puede verse en el Problema 4, está representada en la Fi- 
gura 3-6. 
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5, 


9. 


10. 


Problemas resueltos 


Del Problema 9, Capítulo 2, se deduce: 
(а) f(x) = 2/x tiene una discontinuidad infinita en x = 0. 


х--1 


(Б) Јо) = CECE tiene una discontinuidad infinita en x = —3 y x =2. 
(д ГО) = EA tiene una discontinuidad infinita en х = 3. 


Del Problema 5, Capítulo 2, se deduce: 


$ 
(а) fx = нэн tiene una discontinuidad evitable en x = 3. 


Presenta también una discontinuidad en x = —3, 
4-3 
(b) f(x) = ——— —  —— tiene una discontinuidad evitable en x = 2. 
3— x13 
Tiene también una discontinuidad evitable en x — —2. 
à == 
© лед = 22 tiene una discontinuidad infinitá en x = 1. 


Demostrar que la existencia de lim implica que f(x) sea continua en x = 2. 
А 


0 
De la existencia del límite se deduce, Ка + h) —f(a) > 0. Por tanto, lim f(a + h) —f(a) y f(x) es continua en 
el punto x =а. ТАТО 


Ка + h) —f(a) 
А 


Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a < x < Б y с es un número cualquiera comprendido entre a у b, y 
si f(c) > 0, existe un númefo А > 0 tal que, para c А < x < с + А, se verifica f(x) > 0. 


Como f(x) es continua en el punto x = c, lím f(x) =f(c) y dado un e > 9, existirá un 6 > O tal que 
лы] 
(i) siempre que 0 < |х—с| < ô se verifica |f(x) —/ (с) | < e. 
Ahora bien, f(x) > 0 en todos los puntos del intervalo c —ó < x < c + 8 con lo cual, f(x) > f(c). Para los 
demás puntos de dicho intervalo se verifica f(x) < f(c), de forma que |f(x) —/f(c) | —f(c) —f() < e у/(х) >fl) — €. 
Por consiguiente, en estos puntos, f(x) > 0 a menos que e > f(c). Así pues, para determinar un intervalo que satisfaga las 


condiciones del teorema, se elige є < f(c), con lo cual ô verificará (i) y se toma А < ô. Ver Problema 10 para la expresión 
del teorema correspondiente. 


Problemas propuestos 


Determinar los puntos de discontinuidad de las funciones del Problema 17 (a)-(k) del Capítulo 2. 
Sol. (а), (Б), (d) ninguno; (с) x = —1; (e) x = £1; (f?) x = 2, 3; (x = —1, —3; (h) x = +2 


Demostrar que f (x) = |x| es continua. 


— 292 
Demostrar que f(x) = II presenta un salto de discontinuidad en x = 0. 
1 i : AE x x ; 
Demostrar que para x = 0 (а) f(x) = ЗГ tiene un salto de discontinuidad y (5) f(x) = eFI tiene una dis- 
continuidad evitable. 
x? — 4x — 21 


En la Fig. 3-4 a se representa la función f(x) = ; demostrar que sia = Зуб = 11, esc = 10. 


х—7 


Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y c es un número cualquiera comprendido entre a y b, si 
Је) < 0 existe un número 4 > 0 tal que, para c —À < x < c + А, se verifica f(x) < 0. 


Capitulo 4 


Оепуада 


INCREMENTOS. El incremento Ax de una variable x es el aumento o disminución que experimenta, 
desde un valor x = x, a otro x = ху de su campo de variación. Así, pues, Дх = x, — Xp, o bien 
х == ху + Ах. 

Si se da un incremento Ах a la variable x, (es decir si x pasa де x = Хоах == хо + Ах), la fun- 
ción у = f(x) se verá incrementada en Ду = f(x, + Ax) — f(xo) a partir del valor у = f(x,). El 
cociente 

Ay _ incremento de y 


Ax incremento de x 


recibe el nombre de cociente medio de incrementos de la función en el intervalo comprendido en- 
tre x = x, hasta x = xy + Ax. 


Ejemplo 1: 
Cuando x aumenta en Дх = 0,5 a partir de x, = 1, la función y = f(x) = х? + 2x se incrementa en 
Ay = f(1 + 0,5) —f(1) = 5,25 — 3 = 2,25. Por tanto, el cociente de incremento de y, en el intervalo entre x = 1 


25 dy _ 2,25 _ 
A тен 0 


(Ver Problemas 1-2.) 


DERIVADA de una función y = f(x) con respecto a x en un punto x == xy se define por el límite 


imã? — tim LO 40 — Јо) 


4x0 AX PERT) Ax 


siempre que exista. Este límite se denomina también cociente instantáneo de incrementos (о sim- 
plemente cociente de incrementos) de y con respecto de x en el punto x = ху. 


Ejemplo 2: 
Hallar la derivada де у = f(x) = x? + 3x con respecto a x en un punto x = xy. Como aplicación, calcular Ја 
derivada en los puntos: (а) x, = 2 y (b) x, = —4. 


Yo = f(x) = хе + 3x0 
Yo + Ду = х + Ах) = (xa + Ах)? + 3608 + Ах) 
= ха + 2x1 4x + (Лх)? + 3х, + 34x 
Ду = хь + Ax) — f(x) = 2x Ax + 34x + (Ах) 
Ду _ LO + Дх) AO ә +3 + Ах 
Ax Ax 


La derivada en el punto x = x, es 


lim 4% = pinus unc 2x, +3 


Дэ AX 


(а) Para х, = 2, el valor de la derivada es 2:2 + 3 = 7. 
(b) Para x, = —4, el valor de la derivada es 2(—4) + 3 = —5. 
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ЕМ EL CALCULO DE DERIVADAS se suele prescindir del subíndice 0 con lo que la derivada де 
y — f(x) con respecto a x se escribe en la forma 


Ay _ lim f(x tAx) —/(х) 


4320 Ax ЕЕ Ax 


Véase la nota del Problema Sc), Capítulo 2. : 
La derivada de y — f(x) con respecto a x se puede representar por uno cualquiera de los símbolos 


d dy m d 
PP pm Day, у, f(x), о ux 709 


(Ver Problemas 3-8.) 


Problemas resueltos 


1. Dada у =f(x) = x* + 5x — 8, hallar Ду e 4y/4x cuando x varía 


(а) де х = 1а х, = х + Ах = 1,2 у (b de x, = 1 a х = 0,8. 


(a) Ax =x,— x = 1,2 — 1 = 0,2 


Ду = f(x + Ax) — f(x) = 78,2) — 70) = 0,56 —(—2) = 1,44 у 2 E - -12 
(b) Ax = 0,8 — 1 = —0,2 
A = 
Ду = /08)—/@) --36--2)--436 у | -2- 026 = 68 


Geométricamente, 2 en (a) es la pendiente де la recta que une los puntos (1, —2) y (1, 2, —0,56) de la parábola 
у = х? + 5x — 8, y en (b) es la pendiente de la recta que une los puntos (0,8, —3,36) y (1, —2) de la misma parábola. 


2. La ecuación s = 51* representa el espacio, s(m), recorrido por un cuerpo que cae libremente a partir del reposo. Calcu- 
lar 45/4! cuando г varía de ба б + 4t: Como aplicación, calcular 45/4: cuando 1 varía: (a) de 3 a-3,5, (b) de 3 a 3,2 

y (c) de 3 a 3,1. 
As _ 5% + AN — 58 _ 106'4: + 5(41)* 


(а) Aquit = 3, At = 0,5, у ЛА = 1063) + 500,5) = 32,5 m/s. M 
(b Aquí to = 3, 4 = 02, у 44: = 103) + 5(0,2) = 31 m/s. 
(с) Aquí t = 3, At = 0,1, y As/At = 30,5 m/s. 


Como 42 es el desplazamiento del cuerpo desde el instante / = tẹ hasta г = 5 + Zlf, 


As desplazamiento- 


—— - = velocidad media del cuerpo en el intervalo de tiempo dado 
At tiempo 
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3. Hallar dy/dx, siendo у = x? — х? — 4. Hallar también dy/dx en el punto: (a) x = 4, (b) x = 0, (0) x = —1. 


(D y+ dy = (к + dx? —(x + Ду): —4 i 
= x? + 3x1(4x) + 3х(4)*# + (4x)? — x! — 2x(4x) — (2х): — 4 


(2) Ду = (33 — 22) · Ах + (3x — 1(4Х)' + (4x) 

(3) АУ = зла —2х + x —1) Ах + (49) 

(4) Е дЕ lim (3x! —2x + (3x — D * Ах + (Ax)! = 3% 25 
470 


(а) 2 | = зар — 26) = 40, (0) LL] = sor- = 0, (04 | = siy-270 = Б 


4. Hallar la derivada de у = x* + 3x + 5. 


(1) y+Ay = (æ+az) + 3Mx+40)+ Б = aic 2zAz + Ах? 8x + 34х + 5 
(2) ду = (2х + 3)4х + Ax! 
Ay _ Qr+3)Jar+ art _ 
(3) о тта 3. а 
ду _ : 25 | 
(4) = Jim. (22+8+4х = 2х + 3 
5. Hallar la derivada de у = — j en los puntos x — 1 y x — 3. Demostrar que la función no es derivable en el 


punto x — 2, en el que presenta una discontinuidad. 


тг 10 
@) pU = х-АХ-2 
(2) Кокке ты E уы AR (r-2)—(xtam—2) _ ___ -Аг _ 
Y = тљањљ-—2% 4-2 — (х—2)(х+Ах—2) (ж — 2)(х+Ах—2) 
Ay _ —1 
(3) de CRUS AE D) 
ду _ 5 -1 = -1 
(4) dr ^ Ш" aia” (6-9) 
d —] d —1 
Рага х = 1, а =тү уу = by рага х = 9, а = ту = —1, 


Para x — 2, Фу no existe porque el denominador es cero. 


6. Hallar la derivada de f(x) = 2-3 y demostrar que la función no es derivable en el punto x = — $, en el que рге- 
senta una discontinuidad. * +4 
2(x + 4x) — 3 
1 = сонш. = 
а) fi + 4) = vC Ax) 4 


2x + 24x — 3 EN 2x — 3 
3x + 34x +4 3x +4 


(2) f(x + Дх) —f(x) = 


_ Qx + 4(0х — 3) + 24x] — Qx — 3) [Ox + 4) + 34x] 
E (3х + 4)(3х + 34x + 4) 


_ _(бх+8—6х +94Х _ 17Ах 
(3х + 4(3х + 34х +4) (3х + 4(3х + 34х + 4) 
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0) Ја + йх)—/(х) _ 17 
Ах (3x + 4)(3х + 34x + 4) 


P E 17 E 17 
(4) ГӨ) = Ут а Sx + 3Ах +4) ^ (x 4 4j 


Рага x = —4/3, la función no es derivable porque se апша el denominador. En general, una función no es derivable 
en los puntos en que presenta una discontinuidad. 


7.  Hallar la derivada de у = 2x + 1. 
(0 y+ Ay = (2х + 24x + Di? 
(2) Ду = (2х + 24Х + 1)? — (2x + 1) 


Ох + 24х + 1)? + (2х + 1% 
= 4 м2 a зү M x T 17-TGx yA 
[2х + 24x + ^ —Qx D] булгэдх WR apa 


(2х + 24х+1)—(02х+1) _ 24x 
(2х + 24х + DP + (2х + D? Ох + 24x + 18 + Ох + Du 


o 22 2 
Ax (2х + 24x + 1)'# + (2х + 1) 


(4) ЕУ вв пене Rr ЧЕКЕ 
dx — дө, Qx + 24х + 18 + (2х + 15 Ох + 0) 


x 


En la función f(x) = 4/2x + 1, lim f (х) = 0 = /(—%) mientras que no existe lim (х); la función es continua a la 
Sny la т 
derecha de x = —%. En el punto x = —} la derivada es infinita. 


x —![a 


8. Calcular la derivada de f(x) = х! y, como aplicación, estudiar f'(0). 


Q) Го + Ах) = (х + Ах) 
D fæ + Ах) —f(x) = (x + Ахјиз — xis 


[Ge + Дума — же] (х + AX) + хчщх + 4918 + хэл 
(x + Ax)? + a + dx) + хэ 


2 x + 4х —х 
(0 (x c Дх)%® + xx + Дх)Ч% + xis 


ву КОА) уу TU. MT 
Ax (0 (x + Д) + хїч х + Ах) + xis 


(a) "or tec 


- Aree (X + AX 4 a + Ax)us + % IN 


La función no es derivable en el punto x — 0 porque el denominador es cero. Obsérvese que 1а función es continua 
en el punto x = 0. Teniendo esto en cuenta así como la nota final del Problema 7 se puede afirmar que: Sí una función 
es derivable en el punto x = a, es continua en dicho punto aunque el recíproco no es cierto. 
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9. Interpretación geométrica de dy/dx. 


La Fig. 4-1 muestra que 4y/4x es la pendiente de la 
secante que une un punto fijo Р(х, у) cualquiera de la curva 
con otro Q(x + Ах, y + Ay). Cuando Ax — 0, P perma- 
nece fijo y Q se mueve sobre la curva acercándose а P; la 
recta PQ va girando alrededor de P hasta que llega a su po- 
sición límite que es la tangente PT a la curva en el punto P. 
Así pues, dy/dx es la pendiente de la tangente a la curva 
y = f(x) en el punto P. 


Por ejemplo, en el Problema 3, la pendiente de la cú- 
bica y = х? — x! — 4 еп el punto x = 4 es т = 40, en 
x = Оеѕт = буепх == —1 es т = 5. 


10. Hallar 45/47 en la función del Problema 2. Interpretar el resultado. Fig. 4-1 


As ds 
ici acm —— Uli At) = 5 
En este caso Я; 105, + 524! y dr Jim (0% + 540) = 10% 


Cuando 41 -> 0, 45/41 representa la velocidad media del cuerpo en intervalos de tiempo 24: cada vez más peque- 
ños. El valor de ds/dt es la velocidad instantánea v en el instante t = fp. Por ejemplo, para x = 3, y = 10(3) = 30 m/s. 


11. Calcular f'(x) en la función f(x) = |х|. 


La función es continua para todos los valores de x. Para x < 0, (0) = —x y f'(xX) — —1; pata x > 0, f(x) — му 
ТОО = 1. 
m 22 o Је + Дх) —700 _ ,„_70+40—/0)_ . lxi 
ARES О АДА n ссср ла ШШ а ар TA MES 
Cuando Ах — 0-7, ldx] , > —1 mientras que si 4x > 0+, 14х| -» 1, 
Ах Ax 
Por consiguiente, la función no es derivable en el punto x = 0. 
12. Calcular є = 22 — СА рага la función de los Problemas (a) 3 у (b) 5. Demostrar que є > 0 cuando 4x — 0. 


(а) € = (3x* — 2x + (3х — D) Ax + (43) — (3x1 — 2x) = (3x — 1 + Лх)Лх. 


= -1 _ ——2)+(х+А4Ах—2) _ 1 В 


(b) є = (x — 2 + Ах -- 2) ж; (x — $ (x — DUx + Ax — 2) B (x — 2f (x + Ах — 2) 


2 


13. Interpretar geométricamente la expresión Ду = ee * Ax + e* Ax del Problema 12. 


dy . 
e 4 

crementa en Ax desde Р(х,у), Ду es el incremento correspondiente de y contado hasta la curva mientras que p Ax es el 

incremento correspondiente de y contado hasta la tangente PT. Como la diferencia entre ambos incrementos «* Ax 


E SUNT UNS 
= (...)(4x)? — 0 más rápidamente que Ах, en el Capítulo 23 se empleará la expresión „47. Ax como una aproximación de 


Ду cuando |x| sea pequeño. dx 


En la figura del Problema 9, Ay — RQ y Ах = РК зар 1 ТРЕ = RS; por tanto, єг Дх = SQ. Cuando x se in- 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Problemas propuestos 


Calcular Ду e 4y/Ax, еп los casos siguientes: 


(а) у = 2х — 3 y x pasa de 3,3 a 3,5. 
(b) у = x* + Ах y x pasa de 0,7 а 0,85. 
(с) y = 2/x y x pasa de 0,75 a 0,5. 


Sol. (a) 0,4; 2, (b) 0,8325; 5,55, ( c) 4/3; —16/3 


Dada la función y — x* — Зх + 5, саісшаг Ду еп е! punto х = 5 рага Дх = —0,01. Hallar el valor de y para x = 4,99. 
Sol. Ду = —0,0699; у = 14,9301 


Calcular la velocidad media de los siguientes movimientos: 


(а) s = (31$ + 5) my t pasa de 2 a 3 seg. 
(b) 5 = (21° + 5t — 3) m y t pasa de 2 a 5 seg. 


Sol. (a) 15 m/seg, (5) 19 m/seg. 


Calcular el aumento de volumen de un balón esférico cuando su radio se incrementa desde г hasta r + Ar cm, (b) desde 
2 hasta 3 cm. 


Sol. (a) + (3/# + 3r- Ar + Ar): Arcm*, (Б) "јул ст, 


Hallar la derivada de las siguientes funciones: 


(а) y = 4x —3 (d) у =1/x (6) у= Vx (у y =V1+2x 
(b) y =4—3x (е) у = (2х — 1)/(2х + 1) () y = Пух () у= ПУ + x 
(с) у= х + 2х—3 (8 » = (1 + xU — 2х) 
1 1 7 1 
501. (а) 4 (0 ari e ; v G) D 
(b —3 
4 ” 1 ы 1 
(д Ax + D 0 лу шшк 0 — 30 3 
(d) —2/х3 


Hallar la pendiente de las siguientes curvas en el punto x — 1: 


2 
(Quy 


4 
= — 2 = —_—— 
(а) у = 8 — 5х?, (b) y x EE 


Sol. (a) —10, (b) —1, (c) —1/8. 


Calcular las coordenadas del vértice de la parábola y — x* — 4x + 1 teniendo en cuenta que Ja pendiente de la tangente 
en dicho punto es igual a cero. Sol. V(2, —3). 


21. Calcular la pendiente de las tangentes a la parábola y = —x* + 5x — 6 en los puntos de intersección con el eje x. 
Sol. Para х = 2, m = 1; para x = 3, m = —1. 
22. Calcular la velocidad de los siguientes movimientos en el instante t = 2; s viene expresado en metros y t en segundos: 


(а) s= t + 31, (b) s = 1 — 38, (с) s = Vr 2. 
Sol. (a) 7 m/s, (b) 0 m/s, (c) 1 m/s 


Demostrar que la variación instantánea del volumen de un cubo con respecto a su arista x(cm) es de 12 cm*/cm 
cuando x = 2 ст. 


Саришо 5 


Derivación de funciones algebraicas 


UNA FUNCION que tiene derivada en un punto x = x, se dice que es derivable en él. Una función es 
derivable en un intervalo cuando lo es en todos los puntos del mismo. 


Las funciones que aparecen en el cálculo elemental son, en general, derivables en sus intervalos 
de definición, pudiendo no serlo en algün punto aislado. 


FORMULAS DE DERIVACION. En las fórmulas siguientes 1, v y w son funciones derivables de x. 


1. 4 (с) = 0, siendo c una constante T. (=) = = ET с7-0 

йү = Mu всу cp E ие иа 
ч ах red У: Els - *dx 2) тай dz (7) 

а E d d DE 0 
3. d; tut) = „ш eim +. 4 

р (u) — и–— (v) 

d d 9 d(uM. UID ашы vxo 
а. gp (e) = оде) ДЕ С v 

d = d d d m — m-1 
5. dz (uv) = U Ty (v) + dE (u) 10. Эс (17) = mz" 

4 == d d 4. d тү — m- d 
6. T (uvw) = uv FE (w) + ишт. (v) + vw dz (и) 11. dz (47) = mu 1509 


(Ver Problemas 1-13.) 


FUNCION INVERSA. Sea la función у = f(x) derivable en el intervalo а < x < b y supongamos que 
дујах no cambia de signo en dicho intervalo. Las funciones representadas en las Figs. 5-1а y 5-15 
toman una sola vez cada uno де los valores comprendidos entre Да) = с y f(b) = d. Por tanto, 
a cada valor de y perteneciente a dicho intervalo le corresponde un único valor de x, con lo cual 
x es también función de y, es decir x = g(y). Las funciones y = f(x) y x = g(y) reciben el nombre 
de funciones inversas. 


Fig. 5-1a Fig. 5-16 
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Ејетр!о 1: 
(а) у =]() = 3х + 2 у x = 20) = Му — 2) son funciones inversas. 


(b Cuando x < 2e y > —1, у = x? — 4x + Зух = 2 — Му + 1 son funciones inversas. Cuando x > 2e y > —1, 
у —xt—4x + Зух = 2 + Му + 1 son funciones inversas. 


Para calcular dy/dx en la función x = g(y): 
(a) Despejar y si es posible y derivar con respecto a x 


(b)  Derivar x = g(y) con respecto a y y aplicar 


dy _ 1 
12. da 7 ® 
ду 
Ejemplo 2: 
Calcular dy/dx en la función x = 4/y + 5. 
Aplicando (a): у = (x — 5) y dy/dx = 2(x — 5). 
dx 1 ду — 
Aplicando (b): —— = руту = — —— ; por tanto, — = 24/ y = 2(x — 5). 
р b: F i эү? dx V > 


(Ver Problemas 14-15.) 


J 


DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION. Si y = Ди) y и = g(x) resulta que y = f(g(x)) es 
una función de x. En el caso en que y sea una función derivable de u y u lo sea respecto de x, la 
función y = f{g(x)} también será derivable con respecto a x. La derivada dy/dx se puede obtener 
por uno de los procedimientos siguientes: 


(a)  Despejar y en función de x y derivar 


Ejemplo 3: 
Si y = ц? + 3y u = 2x + 1, tendremos у = (2x + 1)? + 3 y дујах = 8x + 4. 


(b)  Derivar cada una de las funciones con respecto a la variable independiente y aplicar la fórmula 


dy _ dy аш 
Ejemplo 4: 
. dy du dy dy du 
= y? = == = = . = == 
Si y = u? + Зуи = 2x + 1, tendremos du Зи, dx 2y dx du dx Зи = 8x + 4. 


(Ver Problemas 16-20.) 


DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. La derivada de una función de x, y — f(x), recibe el nombre 
de primera derivada de la función. Si la primera derivada es a su vez una función derivable, su deri- 
vada se denomina derivada segunda de la función original y se representa por uno cualquiera de los 


d? . . 20 А 
símbolos P y" o f''(x). La derivada de esta segunda derivada, si existe es la derivada tercera 


>r d? (144 trt 
de la función y se representa por «A уто (х). 


Nota. La derivada de un orden determinado еп un punto solo puede existir cuando todas las 
funciones derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto. 
(Ver Problemas 21-23.) 


30 DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS [CAP. 5 


Problemas resueltos 
1, Demostrar: (а) ds ЁО = 0. siendo с una constante; (8) de Ta = ; (©) E (cx) = с, siendo c una constante; 
(d) P 4 оу = nx"-, siendo л un número positivo entero. 


Como A fe — lim До ДС о 2 


T0 EP 
Quom м 
eme om c = 
(e) 4 (ex) = jim, aran er = a =e 


+ пат АХ р Е Кейш 4-4 аа | - 2" 


сае мча Ања (r-Ar — кг" ,, 
(4) ах (тег im, Ах Е ШП, Ах 


a atas Te өз} = nat 


| 
= 
E 
= 
A 
2 
^ 
a 
t 
+ 
2 
~ 
= 


2. Sean u y y funciones derivables de x. Demostrar: (a) 2 (и + у) = T (u) + dx (у) 


№" ЕОС 


а (и) (с) а (па 22 , 990 


(5) Lura) = 2232 + v'j 


(a) Sea f(x) = и + v = mx) + у(х); tendremos: 
fix + Ax) —f(x) и(х + Ax) + у(х + Ax) — u(x) — у(х) и(х + Ах) — u(x) v(x + Ax) — у(х) 
йе: A s ээж = + 
4x Ах Ах Ах 


а d vd КОКК d | d d 
Tomando el límite cuando 4x — 0, 34/0 aer (и+ у) = ds u(x) + "s у(х) = dx (и) + dx (9. 


(b) Sea f(x) = u*v = u(x) у(х); tendremos: 


Ax Є Ал 
[u(x + ar) + v(x +37) — v(x) н(е Ax) + [v(x) u(x + Ах) — и(х) * v(z)] 
паара MUS лан АХ 
= и(х + Ax) халаа) e + v(a) щета ule) 


y БЭ = (и +) = ма) 2 vla) + viz) икад = wd (o) + vi w. 


u u(x) 


(с) Sea Кај = "Ex TES tendremos 
(ж +Ах) _ u(x) 
Қх + Ах) — Дх) _ + ax) v(x) | uix + sr)" viz) — u(x). vix + Ах) 
Ax E Ax 2 Azí(v(x) * v(x + Ах)) 
ye [ur + Ах) vix) — (у) + v(e)] — [и * v(z + Ax) — 142) • víx)] 
d Axívía) » v(x + Ax)) 
ulr + ar) — ule) _ v(x + Ах) — v(x) 
2 ыг Ах niz) Ах 
а v(x) * v(x + Ax) 
Р n тю щх) — wire) | 9200-4200) 
у 42/0 = 6 ) F IDEO SCC чи Аан 


CAP. 51: DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS 


Derivar las siguientes funciones. 


3. у = 4 + 2x — 3x! — 5x* — 8x* + 9x5 


2 = 0 + 20) — 3Qx) — Sx!) — 8(4x*) + 9(5x*) = 2 — бх — 15x! — 32x* + 4554 


1 
4. — P 2 
"ED x 
dy = -2 -3 -4) = -3 -3 -4 = 1 6 6 
ЖООСУ + 3—2х-%) + 2(—3x-* = —x"* — 6x7 — 6x тшс 


5. y = 2272 + 6х!%— 943A 


ду = 1 -1/2 1 -2/3 => 3 1/2 = -1/2 -3/3 _ 1/2 = 2f 2 = 1/2 
ДЕ = (тә +6 45 2 2* = ох + 2x 3x - zat зал 3х 


€ y» 7 quc Wn шт ыл = 22703 + Okt дата 4 |, 
dy 22 2321 -3/2 m ЈЕ _3 -ы | 2 (- m) 
UE MS «( 27 + 6 37 2 25 4 17 
| = qn -— 9x e + ду“: + Bt = - a “л = + => + = 
3 1 
1. у = VBa – —— = (30%) — (bz)? 
Убх 
dy = 1 3) -38/3 6 ue -1) -з. = __2%_ 5 = 2 + 1 
du eic пен << 2 /(5®) *''5 (9a*)/5 t ES Эў Sue 
8 а = (1 — 3) е 
р = 40-3700 = 8t(P—3) 
9 -— 3 — з 2-3 
А 2 = (ai уз)? = 3(a — y?) 
dz = 3(—2)(a! — 9-3. (a* — y*) = 3(—2) (a? — у?) ^* (-2y) = __ 12у — 
dy Y dy (47-10) 
10. f(x) = ух + 6х +3 = (а + 6x + 3)! 
f(x) = 1 (аз + бл + 3) 17 * D (дз + 6x +3) = 1 (х1 + 6x + ЗУУ (да + 6) кез = 
2 dx 2 Vr? + 62 + 3 
1. у = (2 +4) (22 — 1) 
а а 
y = (28 + 4)* + (22$ 1) + (Qu -1P. 7 (23 + 4)? 
а 
= (E 4) • 30282 — 1): 2 (223 — 1) + (22° — 1)2 2042 + 4) + (+ 4) 
= (2% + 4)? • 3(223 — 1): • 62" + (223— 1)5• 2(x? +4) 25 = 2х(х*+ 4)(2x* — 1) (13х° + 36x — 2) 
_ 8 — 25 
m ^ 84 2« 4 d 
(3 + 22) + > (3 — 2x) — (3—22)*5- (3 + 2x) (3 + 2æ)(—2) — (3 — 2202) _ —12 


y = (3 + 22): = | (3 + 2х)* T (8+ 20)? 
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p: 22 PEE 
13. y = I-A = уз 
12227 1. 4 Ü 
57 (4 — a!) + q, (a?) - 4 ШҮД: (4 — x?) 2 _ (4 — у! (2x) m x? • 14 — 09) 1 (—-2z) 
de — 4-2 M 4-2 
(4227 (22) + (4-0) (q—a)^? _ 254-20)4:5 _ 8-2 


4-2 o = uocem 


14. Hallar dy/dx, en la función x = УМ1— y^. 


dz eua guy d DEM бусгуй 
зул шил р Т у E dr © duy = 132v 


15. Calcular la pendiente de la curva x = у: — 4y en los puntos de intersección con el eje y. 
Los puntos de corte son (0,0) y (0,4). 


dx dy 1 1 
— —-2y—4y-2————L- 
dy у— фу 


dx ну yA Еп (0,0) ia pendiente es —1, y en (0,4) la pendiente es 1. 


FORMULA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION 


16. Deducir la fórmula О ШЕ аг 


Sean Ди y Ду los incrementos experimentados por las funciones и y у cuando x aumenta o disminuye en Ах. 
Siempre que Ди з 0 podremos escribir, 


Ду _ Ay Ди 
Ах _ Ли Ах 
` 3 ду _ dy а 
y siendo Au == 0, cuando Ax — 0 se verificará “с аг ис 


Se puede prescindir де la condición impuesta а Ли tomando |Ах| suficientemente pequeño. Cuando esto no sea 
posible, la fórmula se puede deducir de la manera siguiente: 


Sea Ay — 52 * Ди + є* Au donde є — 0 cuando Ах — 0. (Ver РгоЬета 13, Capítulo 4.) Por tanto, 


Ax — du Ах E Ax 
_ dy Чи du _ dy , du 
y, tomando límites cuando 4x > o, 4 A Жи dk 40-- dx ^ du dx (mo antes, 
а= € em 
17. Hallar dy/dx, en las funciones y = 1. уи = Nx + 2. 
dy E 4u du A 2x _ 2х 
de 00:15 У dx 308 ут ^ 36 
dy ду аи _ 4u . x 8x 


1 БЭЭ ӨВ с Do. ыы гэг гэ 
ponlo tanto dx du dx (W@ +1? Зи: Зибё+ 1): 


18. Un punto se mueve sobre la curva У = х? — 3x + 5 de forma que x = фут. + 3 чепдо t el tiempo. Calcular la variación 
de y con respecto al tiempo en el instante 7 = 4. 


Se trata de calcular el valor de ду/а para t = 4. 
dy _ 302 — 1) dx __1_ dy _ ау, ах  300—1) 
dx de qyr @ dx а 4yr 

ду _ 316—1) _ 45 


Cuando 1 = 4х = + У4+3 =4, у di 4.2 $ 


unidades por unidad de tiempo. 


19. Un punto se mueve en el plano según la ley х = /* + 2r, y = 21° — 6t. Calcular dy/dx para t = 0, 2, 5. 


De la primera ecuación se puede despejar / y sustituirlo en la segunda, resultando y en función de x. 


dy dx dt 1 dy dy . dt 
= = 6 — 6, —— = 2 + 2 = 2 = ЕРЕ 
dt : * dt © * dx 224277 ах dt dx = 2(t + 1) NEA 


Los valores pedidos де dy/dx son —3 para t = 0, 3 para t = 2, y 12 para t = 5. 
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20. Si у = x? — Ах y x = y 28 + 1, hallar dy/di cuando t = 4/2. 


Y dm dx 2 dy _ ду ах _ 4(x—2) 
dx : d О" +10)” di 4 4 Оп+ 1)" 
Cuando! = У 2, х = УМ 5 у 2 = н. = na (5 — 24/ 5). 


21. Demostrar que la función f(x) = x? + 3x* — 8x + 2 tiene derivadas de todos los órdenes para х = a 


FO =3I46x—8 у f'(a) = За? + ба — 8 
f са) =6x +6 y f'(a =ба+6 
fo) = 6 у Ра) = 6 


Todas las derivadas de orden superior son idénticamente nulas 


22. Hallar las sucesivas derivadas de f(x) = x*/? para х = 0. 


Ја) = ын y /'(0)=0 


1) PE 4 m А 
£ 0) = ај Y 770) no existe. 


Рог tanto, рага х = 0 solamente existe la primera derivada. 


23, Dada la función f(x) — 725 = 2] — х)-*, calcular / (x). 
Tendremos 
f'o = IDA —-*(—)0-220—25-*-—2:11!—) 
Уб) 22095020 — х) = 2:21 (1 —x)"* 
FU = 202) — 3) -2:310-х)4 


con lo cual f*? (x) = 2°п!(1—х)-*+%, 
Esto se puede demostrar por el método de inducción, suponiendo que /® (x) = 2 + k 1 (1 — x) ++), se verifica 


$ (ху = 2H DA — YA) = 2: (k + 1) (1 — 3)?» 


Problemas propuestos 


24. Deducir la fórmula 10 en el caso en que m = —1/n, siendo n un número positivo, aplicando la fórmula 9 para 
d 1 
hallar d (5 е 
En el caso en que т = p/q, siendo p y q enteros, ver Problema 4, Capítulo 6. 


Hallar la derivada de las funciones de los Problemas 25-43. 


25. y = x'- F5x*— 10r? + 6 Sol. dy/dx = 5æ(x + 4r? — 4) 
2. dy 3 3 1 
26. = Ba — g? + 945-1 Sol, —— = — VE — == 
y 5 x dx гух 2 ae 
O A Мосс — dy. 1.2 
22. y — ИК ЛЕ = 25 + de Sol. dics qi eg 
28. у = V2x + 2Vz Sol. y cvm 
V2z 
1/2 3/3 
29. к) = к о: Sol. f'(t) = — DIE 
vv 
30. у = (1— 52)" Sol. у' = —30(1 — 5x)* 
81. f(x) = (32 — 23 + 1) Sol. f'(x) = 12(1— z*)(8z — a? + 1)? 
2-u 


32. у = (3+ 45 — 201 sol. y == 
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_ 37+2 де _ 5 
Su ан Seb (е ауа 
цолоо! Soi y РЁ 
Y TES У = ита 
«(8 — Бх) 
— 9.5 — Sol. y = == 
35. y 2х%ү2—х 12-35 
"uec medal 
36. . f(x) = уз — 22: а 
dy 2x* — 42 + 8 
= = 2... Sol. — = 
37. у = (2 — 1)ух? — 2х + 2 de х'—2х+}+2 
w Шил ыст 
38. 2 = ЛТ Sol. du — (1— 4w!y 
- 1 
39. y = V1 Vx X Је А 
4 2 + 2 у» 
— 1 , 1 
40. Ка) = NE Sol. f(x) 5----шшшш 
1 2+1 (2 + 1)у х? — 1 
41. у = (æ? + 3)* (83 — Б)? Sol. у = 22(х° + 3) (22? — 5)! (172? + 27x — 20) 
_ Ё+?2 de _ __10: 
42. з = 3-8 | 501. dí (3-0) 
Of $1 AN , _ 96z (2 — 1) 
в. у = (i1) зо. y = MAA 


44. Calcular dy/dx por dos métodos diferentes y comprobar 


(b) x = /@ + y). 


Calcular dy/dx en los Problemas 45-48. 


201 
45. у = 271, и = ух 


46. у= ыи? +4, и = +: +25 


47. у= М + аи = ух 


48. y= Уши = У(3 — 20), у = х? 


Sur AW — 1 


de yz(14+yx) 

ау _ да А 
Sol. “Уан 6x*(x + 2)! (x + 1) 
Sol. Мег Problema 39 


Calcular las derivadas indicadas en los Problemas 49-52. 


49. y = 3t — 22? + xz —5; у” 


50. y = 1/Vz; y"? 
51. f(x) = уг— 32, f(x) 
52. у = z/yx—1, y" 


Sol. y!" = 72% 


Calcular la derivada enésima en los Problemas 53-54. 


53. у = 1/х? 


54. f(x) = 1/(3х + 2) 


55. Si y = и) у и = g(x), demostrar: 
азу ду Pu 


К d'y / du Ч 
() 458 du 2 (a) (0) 


1 


E dx . х 
56. А partir де UU deducir P 


105 
Sol. y?" = 16:97 
” 22 -6 
Sol. / (x) = (2 — 32555 
4-2 
[o y! 
Sl. 97 5 pa 
Е (-4У (n + D! 
Sol ут = e рана 
Fent 
Sol. уто) = DG, y ar 


2 dy Eu, ¿Py du due, d'y(duV 
^ du dæ du! ах ах 4ыё\ах 
Кт E dex 2 Зу) — уу!” 
(у)? ау? у) 


(Sol. 


que se Пева al mismo resultado: (a) х = (1 + 2у)? 


Ver Problema 36) 


Саришо 6 


Derivación de funciones implícitas 


FUNCION IMPLICITA. Cuando una ecuación, definida en el campo de variación de sus variables se 
escribe en la forma f(x, у) = 0 se dice que y es una función implícita de x. 


Ejemplo 1: 
(a) La ecuación xy + x — 2y — 1 = O,siendo x = 2, define la función у = 1-3 


(b) La ecuación 4x? + 9y? — 36 = 0 define la función у = $ у 9 — x? cuando |х| <3 е y > 0 y la función 
= — $ 49 — х? cuando |x| С Зеу <0. 


Obsérvese que la elipse se puede considerar formada por dos arcos unidos en los puntos (—3,0) у (3,0). 


Para hallar la derivada у se puede seguir uno de los procedimientos que se detallan a con- 
tinuación: 


(а) Despejar y, si es posible, y derivar con respecto а x. Este procedimiento se debe evitar, a me- 
nos que se trate de una ecuación muy sencilla. 


(6) Derivar la ecuación dada con respecto а x, teniendo en cuenta que y es función de x, у des- 
pejar y'. Esta forma de efectuar la derivación recibe el nombre de derivación implicita. 


Ejemplo 2: 
(а) Hallar y”, en la ecuación xy + x —2y — 1 = 0. 


d d d d d d 
Tendremos хэ 5-0) + y* 4-09 + 4-69 —2: 4:0) — 4; (0 = д © 
o bien xy’ + у + 1 — 2y' = 0; por tanto, у’ = D 


(b) Hallar y”, cuando x = 4/5, en la ecuación 4x? + 9у# — 36 = 0. 


. d 2 . 4 2) — . 4 2 dy бза, PS A Ax 
Tendremos, 4 de ©) +9 О %* +9? ау О Лас tee =0еу = 9y' 
Para x = Y 5, y = + 4/3. En el punto (4/ 5, 4/3) del arco superior de la elipse, у’ = — У 5/3, y en 


el punto (Y 5, — 4/3) del arco inferior, y’ = Y 5/3. 


DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. Se pueden calcular por uno de los procedimientos siguientes: 
(a) Derivar implícitamente la primera derivada у en el resultado, sustituir el valor de y” previa- 
mente calculado, repitiendo después la misma marcha. 


Ejemplo 3: Еп el Ejemplo 2(a), у’ = x У Por lo tanto, 


1+y 
+1+3 
do сыз, 525) 2+0 (2—ају + 1+ у _ а - (5 x 2 2+2у 
i; U^ = y ^ — Q-zy 221) (2- xy 


(b) Derivar Шо. la ecuación dada cuantas veces sea necesario hasta que aparezca la 
derivada que se quiere obtener, eliminando, acto seguido, todas las derivadas de orden in- 
ferior. Este procedimiento es el más recomendable cuando se trate de hallar una derivada 
de orden superior en un punto. 


Ejemplo 4: Calcular el valor de y”' en el punto (—1,1) en la curva x*y + 3y — 4 = 0. 
Derivando implícitamente con respecto a x dos veces, se obtiene, 


xiy' + 2xy + Зу = 0 y ху? + 2xy" + 2xy' + 2y + 3y” = 0 
Sustituyendo x = —1, у = 1 еп la primera relación, obtenemos у’ = $. 
Sustituyendo x = —1, у = 1, y’ = $ еп la segunda relación, obtenemos у” == 0. 
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1. 


2. 


3. 


10. 


п. 


DERIVACION DE FUNCIONES IMPLICITAS (CAP. 6 


Problemas resueltos 


Hallar y”, en la ecuación x*y — ху? + x? A y = m 


d d 
uci igo d ed ваља 2 8 em 
dz (x*y) ds (xy) t 20) To 2 (уә 0 

а а а а а 

шунхан ТВ pl оа So ДЫ A 8 (у = 
ads + yg) = 4200) yE EÈ (27) + qo? 0 

a. rox 

y + 2zy — 2xyy' — y + 2х + 2уу = 0 e y = и сае TM 


х? + 2y — 25у 


Hallar y’ e y'', еп la popa xt а. + у? = 3. 


2 WO 
Le- entio = да зу – у жару = 0 e у = 220 
а 
"EN ке d Бан 20 (г —2y)2 — у) — (2e — у)(1—2у7) 
is (2 — 2y)? s (2 — Фу)“ 
2x -9 Y _ 
)zy'— Sy 0 (20) сиза ж 
(х — 20) — (ж — 23)? Я (х — 2y} 7 (æ— 2y’ 


Hallar y” e y””, en la ecuación х?у + xy? = 2 para x = 1. 


Ay + Ixy + Зхуу фу: = 0 


у xy + 3х%у' + 3x*y' + бху + Зхугу ' + бху(у”)? + Зугу + Зуу = 0 
Cuando x = 1, у = 1; sustituyendo en la primera ecuación, у’ = —1. 
Sustituyendo x = 1, y = 1, y” = —1 еп la segunda ecuación, y'' = 0. 


Problemas propuestos 


Deducir la Fórmula 10, Capítulo 5, para m = p/q, siendo p y g números enteros, escribiendo y = x”!* en la forma y? = х” 
y derivando con respecto a x. 


NIE o 28 
+) Gr — xy 


Hallar y”, y’, e y''' en (a) el punto (2, 1) de х? — у? — x = 1, (b) el punto (1, 1) de x? + 3x*y — 6xy? + 2у% = 0, 
Sol. (a) 3/2, —5/4, 45/8; (b) 1, 0, 0 


Hallar y'', en las ecuaciones (а) x + xy + y —2,(b) x? —3xy + у = 1. Sol. y = 


Hallar la pendiente de la cr en el yen (xo, yo) de (a) b*x? + а?у? = a?b?, (b) b*x? — а?у? = а?Ь?, (c) x? + у? 


— 6x? у= 0. Sol. (a) — З , ө? 19, A — 


Demostrar que las curvas 5у — 2x + у? х?у =0 y 2y + 5x + x* — хју: = 0 se cortan en ángulo recto en el origen. 


(a) El área total de un paralelepípedo recto cuya base es un cuadrado de lado y de altura x viene dada рог S = 2y? + 4ху. 
Suponiendo que $ es constante, caleular dy/dx sin despejar y. 
(b) El área total de un cilindro recto circular de radio r y altura h viene dada por 5 = 2zr* + 2лећ, Suponiendo que 5 es 
r 
2r+h 


A ДС. 
{1+ (уур ғ 


Siendo 5 = zx(x + 2y) y И = лх?у, demostrar que 45/4х = 2л(х — у) cuando Ves constante, y que dV/dx = —лх(х--у) 
cuando S es constante. 


constante, calcular «d /dh. Sol. (a) E z > ; (b) 


En la circunferencia x? + у? = r?, demostrar que 


- Capitulo 7 


Tangente y Normal 


SI LA FUNCION f(x) posee derivada finita, / (Х,), en 


el punto x = Xp la curva у = f(x) tiene una 
tangente en Р(х, Yo) cuya pendiente es 


Si m =0, la curva tiene una tangente horizon- 
tal de ecuación y = y, еп Ру, puntos A, Cy E 
de la Fig. 7-1. En los demás casos la ecuación 
de la tangente en un punto a una curva es 


т = tag Ө = f'(x,) 


y — Yo = Mx — ху) 


Si f(x) es continua en el punto x = хо, pero 


lim f'(x) == oo la curva tiene una tangente verti- 


Х—>Хо 


cal de ecuación x = ху, puntos B y D de la Fi- 


Fig. 7-1 


gura 7-]. 


La norma! a una curva en uno de sus puntos es la recta que pasando por dicho punto es per- 


pendicular a la tangente en él. La ecuación de la normal en el punto P,(x,, уо) es 


x= Xp Si la tangente es horizontal 
y = Yo, si la tangente es vertical; 


en los demás casos, 


1 
У Уо = — 2-60 x9 


(Ver Problemas 1-9.) 


EL ANGULO DE INTERSECCION de dos curvas se define por el formado por sus tangentes en el punto 
de intersección. 


0) 
(2) 


(3) 


Para hallar los ángulos de intersección de dos curvas: 


Se calculan los puntos de intersección, resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones. 
Se hallan las pendientes т, y т, de las tangentes a las curvas en cada uno de los puntos de 
intersección. 

Si m, = т», el ángulo de intersección es ф — 0°, 


si m, = —ljm,, el ángulo de intersección es $ = 90°; 
: m,—m 
en los demás casos, tag ф = —— 2 
1 + mum; 


Si tag ф > 0, el ángulo agudo de intersección es ф у 


si tag ф < 0, el ángulo agudo de intersección es 180° — ф. | 
(Ver Problemas 10-12.) 


LONGITUDES DE TANGENTE NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL. Га longitud de tan- 
gente a una curva en uno de sus puntos se define como la longitud del segmento de tangente com- 
prendido entre el punto de contacto y el eje x. La longitud de la proyécción de este segmento sobre 
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el eje x recibe el nombre de longitud de subtangente. 

La longitud de normal se define como la lon- 
gitud del segmento de normal comprendido entre V 
el punto de tangencia y el eje x. La longitud de la 
proyección de este segmento sobre el eje x recibe 
el nombre de /ongitud de subnormal. 


Р зо, Yo) 


Longitud de la subtangente = TS = уу/т 
Longitud de la subnormal = SN = my, 
Longitud de la tangente 


= TP, = У(Т5) + (SP) 


Fig. 7-2 


Longitud de la normal 


= PN = (5%)? + (PS) 


Nota. Las longitudes de subtangente y subnormal son segmentos dirigidos. Algunos autores 
solamente consideran sus módulos, |уу/т| y |mys| respectivamente. Por ello, en las soluciones 


de los problemas no se han tenido en cuenta más que dichos módulos. 
(Ver Problema 13.) 


Problemas resueltos 


Calcular los puntos де la curva x? — xy + y? = 27 en los que las tangentes son horizontales y verticales, 
` y— 2x 
Derivando, у' = Н 
У 2y—x : 
Tangentes horizontales: Igualando a cero el numerador de y', obtenemos у = 2x. Los puntos de tangencia son los 
de intersección de la recta y — 2x con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (3,6) y (—3, -—6). 


Tangentes verticales: Igualando a cero el denominador de y” resulta x = 2y. Los puntos de tangencia son los de 
intersección de la recta x — 2y con la curva dada. Resolviendo el sistema se obtienen los puntos (6, 3) y (—6, —3). 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y == x* — 2x? + 4 en el punto (2, 4). 
f'(x) = 3x* — 4x; la pendiente de la tangente en el punto (2, 4) es m = f'(2) = 4. 
La ecuación de la tangente es y — 4 — 4(x — 2), o bien, y — 4x — 4. 
La ecuación de la normal es y — 4 = —1(x — 2), o bien, x + 4y = 18. 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x? + Зху + y? = 5 en el punto (1, 1). 


Y = — AA La pendiente de la tangente en el punto (1, 1) es m = —1. 
La ecuación де la tangente es y — 1 = —1(x — 1), o bien, x + y = 2. 


La ecuación de la normal es y — 1 = 1(x — 1), o bien, x — y = 0. 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 4x? + ду: = 40, de pendiente m = —2/9. 
Sea Роу, yo) el punto de tangencia де la tangente buscada. Se tiene, 

(a) 4x3 + 9y3 = 40, puesto que P, es un punto de la elipse. 

(b) 52 = — x Para (xs, yo), m = — Pu =— = con lo que y, = 2x,. 

(c) Los puntos de tangencia son las soluciones del sistema de ecuaciones (a) y (b). Resolviendo dicho sistema se ob- 
tienen los puntos (1, 2) v (—1, —2). 


La ecuación de la tangente en el punto (1, 2) es y — 2 = —2/9(x — 1), o bien, 2x + 9y = 20. 
La ecuación de la tangente en el punto (—1 —2) es у + 2 = —2/9(x + 1), o bien, 2x + 9y = —20. 
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5. Hallar la ecuación de la tangente а la hipérbola x? — y? = 16 en el punto (2, —2). 


Sea Po(xo, уь) el punto de tangencia de la recta buscada, Se tiene, 


(а) х{ — уз = 16, puesto que P, es un punto de la hipérbola. 


Ф 2? 


2 : 
. Para (Xp, уо), m = 3 = — = = pendiente де la recta que une P, con (2, —2); por tanto, 
9 
2х0 + 2yo = x$ — у; = 16 osea х, + Yo = 8 


(с) El punto de tangencia es la solución del sistema de ecuaciones (a) y (b). Resolviendo dicho sistema resulta el 
punto (5, 3). La ecuación de la tangente es y — 3 = 4(x — 5), o bien 5x — 3y = 16. 


6. Hallar las ecuaciones de las rectas verticales que pasan por los puntos de las curvas (7) у = x* + 2x* — dx + 5y (2) Зу 
= 2x* + 9х? — 3x — 3, en los que las tangentes a ellas son paralelas. 


Sea x — x, la ecuación de la recta buscada. 
En (1): y' = 3x* + 4x — 4; para x = xs, m = 3x3 + 4х, — 4. 
En (2): Зу? = 6x! + 18x — 3; para x = xe, m = 2x8 + 6x, — 1. 


Igualando 3x$ + 4х, — 4 = 2х5 + 6x, — 1, xp = —1 у 3. Las rectas son х =—1 y x = 3. 


(2) Demostrar que la ecuación de la tangente a la parábola y? = 4px de pendiente m + 0 es y = mx + pim. 


(b) Demostrar que la ecuación de la tangente de la elipse b*x* + а*у* = a*b* en el punto Р (ху, yo) es Бїхох + atyay = а: 


(a) у’ = 2рју. Si Р(х», yo) es el punto de tangencia, se tiene y3 = 4рхо y т == 2p/pp. Así pues, у, = 2p/m, хо = }У[р 
= pjm? y la ecuación de la tangente, y — 2p/m = m(x — рјта), o bien, у = mx + pjm. 
bx з 


E bx ; 27 
b) y =— ay" Еп Р, т--- aos y la ecuación de la tangente es y — уу = — 25 (x — xo) 


о Sea b'xex + ayy = Их + a'y} = аф", 


8. Demostrar que la tangente a la hipérbola Бїх? — а?у? = a*b* 
en el punto P4(x,, yo) es la bisectriz del ángulo formado рог los 
radios vectores de P,. 


En el punto P, la pendiente de la tangente a la hipérbola es 
ђахојаћу, y las pendientes de los radios vectores Р.Е’ y P4F son 
Yala + €) € у (xq — c), respectivamente. Así pues, 


bixo e yo 
à аус хо + с 
холо GNE OT RS TE 
142. 


ay xate 

(b'xi — ay) + b'exe 

(а? + bz уо + азсуо 

_ tbere _ Ба + ст) _ De Fig. 7-3 
etxo yo + а?суо суо (а? + схо) суо 


puesto que 2х5 — a?y = ab? y а? + b = с?, y 


yo Бао 
= X soe ayo” _ схо — (62да — а) | bero—~ab _ b 
a b'zo. ye 7 (а? + bayo — абу скоро a cyo "nm 


ар #0 — е 


Luego, como tag а = tag B, а = f. 
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9. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes а la elipse 5х? + а?у? = а10% trazadas desde 
un punto de la directriz pasa por el foco correspondiente. 


Sea Р(х», уо) el punto desde el que se trazan las tangentes а la elipse y Р\(х,, yj) y Р,(х., уз) los correspondientes 
puntos de contacto. Las ecuaciones de las tangentes en P, у Р, son bix,x + aty,y = а? у b'x,x + а?у,у = 00. 
Como ambas pasan por Ро, se verifican b'x,x, + а?у = аф? у Бх + aty,y, = atb*, La recta bixyx + а?уџу = abt, 
que pasa por P, у Ру, es la cuerda de contacto. Sea Р(а?/с, 7) un punto de la directriz del lado derecho. La ecuación 
de la cuerda de contacto que pasa por P tiene de ecuación (ба сјх + a*yy = ай! y, como se puede comprobar, pasa 
por el foco correspondiente F(c, 0). 


30. Hallar el ángulo agudo de intersección de las curvas (1) у? = 4х y (2) 2x = 12— 5y. 


(a) Los puntos de intersección de las curvas son P,(1, 2) y Р,(4, —4). 


(5) En (1), y” = 2/у; еп (2), y' = — 4x/5. 


Еп Ри1, 2), m, = 1 y m, = —4/5; en P(4, —4), m, = —1/2 y m, = —16/5. 


m,—m, _ 1+4/5 _ AAT , ; 

Temm Ee E. 9 y ф —83'40' es el ángulo agudo de intersección. 

—1/2 + 16/5 
1 + 8/5 


(с) Еп Р,: tagg 


Еп Р,; tag 4 = 1,0385 y ф = 46'5' es el ángulo agudo de intersección. 


|| 


11. Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas (1) 2x* + у? = 20 у (2 4у — х! = 8. 


Los puntos de intersección son (+ 24/2, 2) y (+ 2 2, —2). 
Еп (7), y’ = —2x/y, y en (2), y” = xj4y. 


En el punto (2У 2, 2), т, = —24/2 y m = 14/ 2. Como тт, = —1, el ángulo de intersección es ф = 90° (es 
decir, las curvas son ortogonales). Por simetría se deduce que las curvas son ortogonales en cada uno de sus puntos de 
intersección. 


12. El cable de un puente colgante está unido a dos pilares separados entre sí una 
distancia de 250 m. Suponiendo que adquiere forma de parábola con su 
punto más bajo a una distancia de $0 m del punto de suspensión, calcular el 
ángulo que forma el cable con el pilar. 


Se elige como origen el vértice de la parábola como se representa en la 
Fig. 7-4. 


! 


La ecuación de la parábola es у = = oye 555 Ё 


En el punto (125, 50), m = 4(125/625) = 0,8000 y 0 = 3840". 


E! ángulo pedido ев 4 = 90° — 0 = 51720. 


13. Hallar la longitud де la subtangente, subnormal tagente y normal a la curva xy + 2x — у = 5 еп el punto (2, 1). 


Dee => ; en el punto (2, 1), m = — 3. 


ах 1— 


Longitud де la subtangente = ут = —1/3. Longitud де la subnormal = my, = —3. 


Longitud de la tangente — 4/1/9 -- 1 — 4/10/3. Longitud de la normal — 4/9 -- 1 — 4/10. 
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14. 


15 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


28. 


29. 


35. 


Problemas propuestos 


Hallar en qué puntos de la curva x? + 4xy + 16y? = 27 la tangente es horizontal o vertical. 
Sol, T.H. en (3, —3/2) y (—3, 3/2) 
T.V. en (6, —3/4) y (—6, 3/4) 


Hallar las ecuaciones де la tangente y de la normal a la curva x? — y? = 7 en el punto (4, —3). 
Sol. 4х + Зу = 7; 3x — dy = 24. 


Hallar еп qué punto la tangente а la curva у = x? + 5 es (a) paralela a la recta 12x — у = 17, (b) perpendicular a la 
recta x + Зу = 2, Sel. (а) (2, 13), (—2, —3); (5) (1,6), (—1, 4). 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva 9x* + 16y? = 52 paralelas a la recta 9x — Ву = 1. 
Sol. 9x — 8y = 4-26. 


Hallar las ecuaciones de las tangentes а la hipérbola ху = | trazadas desde el punto (—1, 1). 
Sol. y = 24 2 — 3x + 2\' 2—2; y = —(2\/' 2 + 3x —2/ 2— 2. 


Demostrar que la ecuación de la tangente а la parábola y? = 4px en un punto de ella Р(х, yo) es, уу = 2р(х + xo). 
Demostrar que las ecuaciones de las tangentes a la elipse b?x? + а?у? = a*b? de pendiente igual a m son, у = mx + 
vam + b. 

Dada la hipérbola b*x? — а?у? = a*b*, demostrar que (a) la ecuación де la tangente en un punto de ella, Р(хь, Yo), es 
b'xyx — ayay = а?Ь?, (b) las ecuaciones de las tangentes de pendiente m son y = mx + Мате — bt. 


Demostrar que la normal a una parábola en un punto de ella P, es la bisectriz del ángulo formado por el radio vector 
de dicho punto y la paralela al eje de la parábola trazada por él. 


Demostrar que toda tangente a una parábola excepto la del vértice, corta a la directriz y al latus rectum (N. del T.: 
Cuerda perpendicular al eje por el foco) en puntos que equidistan del foco. 


. Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una parábola trazada desde un punto de la 


directriz, pasa por el foco. 


. Demostrar que la normal a una elipse en un punto de ella P, es bisectriz del ángulo que forman los radios vectores 


de dicho P,. 


Demostrar que la cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes a una hipérbola trazada desde un punto de una 
directriz pasa por el foso correspondiente. 


Demostrar que el punto de contacto de una tangente a una hipérbola es el punto medio del segmento de tangente com- 
prendido entre las asintotas. 


Demostrar que la pendiente de la tangente a una hipérbola o una elípse en uno de los extremos de su latus rectum 
(М. del T.: Cuerda perpendicular al eje-—mayor en la elipse y transversal en la hipérbola— por el foco) es numéricamente 
igual a su excentricidad. 


Demostrar que (a) la suma de las coordenadas en el origen de una tangente cualquiera a la curva Y x + V y = уа 
es constante, (b) la suma de los cuadrados de las coordenadas en el origen de una tangente cualquiera a la curva х?” 
+ y? = ай, es constante, 

Hallar los ángulos agudos de intersección de las circunferencias х? — 4x + у = 0 y х? + у = 8. Sol. 45,2 


Demostrar que las curvas у = x? + 2 e у = 2x2 + 2 tienen una tangente común en el punto (0, 2) y que se cortan en el 
punto (2, 10) formando un ángulo ф = arc tag 4/97. 


Demostrar que la elipse 4x? + 9y? = 45 y la hipérbola x? — 4y* = 5 son ortogonales. 


Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, así como las longitudes de subtangentes, subnormal, tangente y 
normal, a la parábola у = 4x? en el punto (—1, 4). 


Sol у +8x+4=0, 8y—x—33=0; —{}, —32, 4/65, 44/65. 


Calcular la longitud de subtangente, subnormal, tangente y normal a la hipérbola 3x? — 2y* = 10 en el punto (—2, 1). 


Sol. —1/3, —3, y 10/3, y 10. 


Determinar en qué puntos de la curva y = 2x? + 13x? + 5x + 9 sus tangentes pasan por el origen. 
Sol. x = —3, —1, 3/4. 


Саришо 8 


Máximos у mínimos 


FUNCION CRECIENTE Y DECRECIENTE. Una función f(x) es creciente en un punto x = x, cuando, 
dado un Л positivo e infinitamente pequeño, se verifica: f(x — A) < f(x) < f(x, + А). Análoza- 
mente, f(x) es decreciente en un punto x = x, cuando, dado un А positivo e infinitamente pequeño, 
se verifica: f(x, — A) >f (x) > (хо + A). 


Si f'(x) 0, la función f(x) es creciente en el punto x = x, y si / (Хо) < 0, es decreciente en 
dicho punto. (Ver Problema 17.) Cuando f'(x,) = 0, diremos que la función es estacionaria en el 
punto х = Ху. 


Una función es creciente (decreciente) en un intervalo, cuando es creciente (decreciente) o esta- 
cionaria en cada uno de los puntos del mismo. 


У Е 


Fig. 8-1 


En la Fig. 8-1, la función y = f(x) es creciente en los intervalos a < x < r y t < x < и, decre- 
ciente en el r < x < t y estacionaria en los puntos x = r, x = s y x = t. La curva tiene tangente 
horizontal en los puntos R, 5 y T. Los valores de х, (r, s y t) para los cuales la función f(x) es esta- 
cionaria ( f'(x) = 0), reciben el nombre de valores críticos y los puntos correspondientes de la curva 
(R, S y T) el de puntos críticos. 


MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION. Una función y — f(x) tiene un máximo 
(mínimo) relativo en un punto x = Ху, cuando f(x) es mayor (menor) que los valores de la función 
para los puntos inmediatamente anteriores y posteriores al considerado. (Ver Problema 1.) 


En la Fig. 8-1, R[r, f(r)) es un máximo relativo de la curva puesto que f(r) > f(x) en el entorno 
0 < |х — r| < ô. En estas condiciones, y = f(x) tiene un máximo relativo [= f(r)] en x = r. En la 
misma figura, Т|/, /(0)| es un mínimo relativo de la curva puesto que f(t) < f(x) en el entorno 
0 < [x — t| < 8. Por tanto, у = f(x) tiene un mínimo relativo [= f(t)] en x = t. Obsérvese que R es 
el punto de unión de un arco AR ascendente [7] (х) > 0] y otro RB descendente [ / (х) < 0], mientras 
que T une un arco CT descendente [/'(х) < 0] con otro TU ascendente [ f'(x) > 0]. En el punto 5 
se unen dos arcos descendentes y, por consiguiente, en él no habrá ni máximo ni mínimo relativo. 
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А Si la función y = f(x) admite derivada en el intervalo a < x < b, y f(x) tiene un máximo (mí- 
што) relativo en el punto x = ху, siendo а < xp < b, se verifica f'(x,) = 0. (Ver Problema 18.) 


Para determinar los máximos (mínimos) relativos [o simplemente máximos (mínimos)] de una 
función f(x) continua así como su derivada se puede seguir el siguiente proceso: 


CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 
l. Resolver la ecuación f'(x,) = 0 para calcular los valores críticos. 


2. Representar estos valores críticos sobre el eje de abscisas de un sistema coordenado (escala 
numérica); de esta manera se han establecido un cierto nümero de intervalos. 


3. | Determinar el signo de f'(x) en cada uno de los intervalos anteriores. 


4. Para cada uno de los valores críticos x = xp: 


f(x) tiene un máximo [= /(х0)), si / (х) pasa де + a —, 
f(x) tiene un mínimo [= /(х,)], si f'(x) pasa de — a +, 


f(x) no tiene ni máximo ni mínimo en el punto x = Ху, si f'(x) no cambia de signo. 


(Ver Problemas 2-5.) 


UNA FUNCION у = f(x) puede tener máximos o mínimos [= /(х,) | aunque no exista / (ху). Los valores, 
х == Xp, para los cuales f(x) está definida pero no existe f'(x), también reciben el nombre de valores 
críticos y junto con aquellos otros para los cuales f'(x) — 0, han de servir para establecer los inter- 
valos del apartado 2 del párrafo anterior. 

; (Ver Problemas 6-8.) 


Finalmente, se pueden presentar otros casos —de los que aquí no trataremos— en los que f(x.) 
tenga máximo (mínimo) aunque no exista un intervalo, xy — ô < x < xp, para el cual f'(x) sea 
positiva (negativa) ni otro, xy х < x + 6, para el que f'(x) sea negativa (positiva). 


CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. Un arco de curva y — f(x) es cóncavo si en cada uno de sus puntos 
está situado por encima de la tangente. Al aumentar x, f'(x) o aumenta sin cambiar de signo (como 
en el intervalo b < x < s de la Fig. 8-1) о cambia de signo pasando de negativa a positiva (como en 
el intervalo с < x < и). En cualquier caso, la pendiente f'(x) aumenta y /"(х) > 0. 


Un arco de curva y = f(x) es convexo, si en cada uno de sus puntos el arco está situado por 
debajo de la tangente. Al aumentar x, f'(x) o disminuye sin cambiar de signo (como en el inter- 
valo 5 < x < с) o cambia de signo pasando de positiva a negativa (como en el intervalo a < x < Ё). 
En cualquier caso, la pendiente f'(x) disminuye y f"'(x) < 0. 


PUNTO DE INFLEXION. Es un punto en el cual la curva pasa de cóncava a convexa o viceversa. En 
la Fig. 8-1, los puntos B, 5 y C son de inflexión. 


Una curva y — f(x) tiene un punto de inflexión en el punto x — x, 
si f(x.) = 0 ó no está definida y 
si f" (x) cambia de signo en un entorno de x = ху, 
La última condición equivale a / (хү) 550 cuando existe la tercera derivada f'"(x,). 


(Ver Problemas 9-13.) 
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 
l. Resolver la ecuación f'(x) = 0 para calcular los valores críticos. 
2. Рага cada uno де los valores críticos x = xp: 
J (x) tiene un máxima [= Д(х„)], si ap с 0. 
f(x) tiene un mínimo [= Хо), si f (Хо 0, 


47" (xə) = 0 ó se hace infinito, nada se puede afirmar. 


En este último caso hay que recurrir al criterio de la primera derivada. 
(Ver Problemas 14-16.) 


Problemas resueltos 
1. (a) y = —x tiene un máximo relativo (= 0) en x = 0, puesto que у = 0 para x =" Је у < 0 para x = 0. 
(b) y = (x — 3) tiene un mínimo relativo (= 0) en x = 3, puesto que у = 0 para x = 3 € y > 0 para x > 3. 


(с) у = 25 — dx? tiene un máximo relativo (= 5) en x = 0, puesto que y = 5 рага х = Оа у < 5 en el intervalo 
-1«х«1. 


(d) у = ух — 4 по tiene ni máximos ni mínimos relativos. [Algunos autores definen los máximos y mínimos rela- 
tivos, de forma que esta función tiene un máximo relativo en el punto x — 4. Ver Problema 30.] 


(—3, 43/2) У 


2. Dada la función y = їх? + 4x* — 6х + 8, calcular: 


(а) Puntos críticos. 
(b) Intervalos en los cuales y es creciente y decreciente. 
(c) Máximos y mínimos de y. 


(а) y =X2+x—6=(x + 3) (x—2) 


Resolviendo y” = 0, obtenemos los valores críticos x = —3, 2. 
Los puntos críticos son (—3, 43/2), (2, 2/3). 


(b) Cuando y’ es positiva, y es creciente; cuando y” es negativa, y es decreciente. Fig. 8-2 
Cuando x < —3, por ejemplo x = —4, y' = (—)(—) = +, e у es creciente. 
Cuando —3 < x < 2, por ejemplo x = 0, y == (+)(—) = — e y es decreciente. 
Cuando x > 2, por ejemplo x = 3, "=(+)(+) = +, e y es creciente, 


En el siguiente diagrama se representan estos resultados. 


Máx. Min. 
x< —3 x=-—3 —3< х< 2 х2 х> 2 
у= + у =— у = + 
y creciente y decreciente y creciente 
(c) Veamos si hay máximo o mínimo en los valores críticos х = —3, 2. 
Al ir aumentando x al pasar por —3, у” cambia de signo, de + a —. Por tanto en x = —3, y tiene un máximo, 


igual a 43/2. 
Al ir aumentando x al pasar por 2, y’ cambia de signo, de — a +. Por tanto, en x = 2, y tiene un mínimo igual a 2/3, 
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3. Dada la función y = ха + 2x? — 3x? — 4x + 4, calcular: (-1/2,81/16), ¡Y 


(a) Intervalos en los que y es creciente y decreciente. 
(b Máximos y mínimos де y. 


y! = dx? + 6х: — 6x —4 = 2(x + 2) (2х + 1)(х— 1) 
Resolviendo y” = 0 obtenemos los valores críticos x = —2, —}, 1. 


(а) Cuando x < —2, у' == 2(—) (—) (—) = —, e y es decreciente. 
Cuando —2 < x < —}, у = Җ+)(—)(—) = +, e y es creciente, 
Cuando —3 « x « 1, y! == 2(+)(+)(—) = —, e y es decreciente. 
Cuando x 1, y! = 2(+)(++) (+) = +, e y es creciente. 


En el siguiente diagrama se representan estos resultados. 


Mín. Máx. 
x«—2 x= —2 —2 < x < —} x=— —b«xc«l 


y-— y = + ME = 
у десгесе у сгесе y decrece y crece 


(b) Veamos si hay máximo o mínimo en los valores críticos x = —2, —}, 1. 


Al ir aumentando x al pasar por —2, у’ cambia de signo de — a +. Por tanto, en x = —2, y tiene un mínimo 
igual a 0. 


Al ir aumentando x al pasar por —}, у’ cambia de signo, de + a —. Por tanto, en x = — 4, y tiene un máximo 
igual a 81/16. 


Al ir aumentando x al pasar por 1, у” cambia de signo, de — а +. Por tanto, en x = 1, y tiene un mínimo igual a 0, 


4. Demostrar que la función y = x? — 8 no tiene máximos ni mínimos. 
y’ = 3x*. De la ecuación y’ = 0, se obtiene x = 0. 
Para x с 0 y x » 0, у’ > 0. Por tanto, no hay máximos ni mínimos. 
En x = 0 la curva presenta un punto de inflexión. 


5. Hallar los máximos y mínimos de la función y — f(x) — determinando los 


x—2' 
intervalos en los que la función es creciente y decreciente. 
fx)-— ac» Como f (2) no está definida (e.d., f(x) tiende a infinito 


cuando x tiende a 2) no hay valores críticos, Sin embargo, para determinar los inter- 
valos en los que la función es creciente y decreciente se acude al punto x — 2. 


f'(x) < 0 siempre que x + 2. Por tanto, f(x) es decreciente en los intervalos 
x<2lyx>2. 


6. Hallar los máximos y mínimos де la función f (x) = 2 + x*'? determinando los inter- 
valos en los que la función es creciente y decreciente. 


fœ) = = El valor crítico es x = 0, ya que f(x) tiende a infinito cuando x 


tiende a 0. 
Para х < 0, f'(x) < 0, y f(x) es decreciente, 
Para x > 0, (х) > 0, y f(x) es creciente. 
Por tanto, en x — 0, la función tiene un mínimo igual a 2. 


7. Hallar los máximos y mínimos de la función у = x*/* (1 — х), 

ХЧ (4 — 5x) 
31--хий 

Para x < 0, y’ < 0; en el intervalo 0 < x < 4/5, у’ > 0; еп 4/5 < х < 1, у. < 0. 

Para x > 1, y” < 0. La función tiene un mínimo (igual a 0) en x = 0 y un máximo (igual a 250/20) en x = 4/5. 


Derivando, у’ = y los valores críticos son x = 0, 4/5 y 1. 
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8. Hallar los máximos y mínimos de la función у = |x|. 


La función está definida para todos los valores de x y existe su derivada en todos ellos excepto en x = 0, (Ver Pro- 


blema 11, Capítulo 4). Por tanto, x = 0 es un valor crítico. Para x < 0, f(x) = —1, mientras que para x > 0, 
f'(x) = +1. La función tiene un mínimo (= 0) en х = 0. Dibujando la función se llegaría de forma inmediata a este 
resultado. 


9. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función 
у = 3x5 — 10x? — 12x* + 12x — 7. 


y” = 12x? — 30x? — 24x + 12 
y" = 36x* — 60x — 24 = 12(3х + 1) (х —2) 


Resolviendo y'' = 0 obtenemos los posibles puntos de inflexión x = —1/3, 2. 
(71/8, – 822/27) 

Cuando х < — 1/3, у'' = +, уе агсо es cóncavo. 

Cuando —1/3 < x < 2, y” = —, у el arco es convexo. 

Cuando х > 2, y'' = +, у elarco es cóncavo. 

x«—13 х= 3 —у3<х<2 x=2 x22 

y" ша + y” rei y" = + 

РРР convexo сбпвате ызы 


Los puntos de inflexión son (—1/3, —322/27) у (2, —63), уа que y'' cambia de signo €t x = —1/3 y x = 2. 


10. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función у = xt — 6x + 2. Ver Fig. 8-7. 
y” = 12x*, En x = 0 puede presentar un punto de inflexión. 


En los intervalos x «O0 y x — 0, y” > 0; los arcos son cóncavos. El punto Р(0, 2) no es de inflexión. 


Fig. 8-7 Fig. 8-8 
11. Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexión de la función y = 3x + (x + 2)!/*. Ver Fig. 8-8. 


ZU A E 9 
Dow unu У © Bety" 


En x = —2, puede presentar un punto de inflexión. 


Para x > —2, y'' « 0; el arco es convexo, 
Para x « —2, y'' > 0; el arco es cóncavo. 


El punto (—2, —6) es un punto de inflexión. 


12. Hallar las ecuaciones de las tangentes а la curva у = f(x) = хі — бх? + 12x* — 8x en sus puntos de inflexión. 


у = f(x) xt — бх? + 12? — 8x 
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Para x = x, existe un punto de infiexión si f''(xg) = 0 y (х) = 0. 

| fx) = Ax* — 18x? + 24x — 8 
f'(x) = 12x? — 36x + 24 = 12(х — D(x — 2) 
FU) = 24x — 36 = 22x — 3) 


infi Los posibles puntos de inflexión son x = 1,2. Como f/''"'(1) = 0 y f'''(2) = 0, los puntos (1, —1) у (2, 0) son de 
inflexión: 


| 


En el punto (1, —1), la pendiente m = f'(i) = 2 у la ecuación de la tangente es 
у— y = mx— x) osea y -1—2x—1D) о у=2х—3 


En el punto (2, 0), la pendiente m = f'(2) = 0, у la ecuación de la tangente es у = 0. 


. o, a— x 20. . А 
13. Demostrar que los puntos de inflexión de у = Axa están situados sobre una recta y deducir su ecuación. 
, х? — ах — а? » x? — Зах? — 3a?x + a? 
у =- тру? е у = —2 2 туз 
(х? + а (х? + а?) 
Los valores.de x = —a, a(2 + У 3), son las raices de la ecuación x! — 3ах? — Загх + а? = 0; los puntos de inflexión 


son: [—a, 1/а], [a(2 + У 3), (1 — У 3/44], [a(2 — Y 3), (1 + Y 3)/4a]. La pendiente de la recta que pasa por dos cua- 
lesquiera de estos puntos es —1/4a?, y la ecuación de la recta que los une, x + 4a?y = За. 


14. Hallar los máximos y mínimos de la función f(x) = x(12 — 2x} aplicando el criterio de la segunda derivada. 


(а) f'(x) — I2(x* — 8x + 12) — 12(x — 2) (x — 6). Los valores criticos son x — 2, 6. 
(b) f''(x) = I22x — 8) = 24(x — 4). 


(с) F2) « 0. Por tanto f(x) tiene un máximo igual a 128 para x = 2. 
f''(6) > 0. Por tanto f(x) tiene un mínimo igual а 0 para х = 6. 


. "p , 250 . "M | 
15. Hallar los máximos y mínimos де la función у = x? + түг aplicando e! criterio де la segunda derivada. 


250 _ 200—125). 


(а) y” = 2х xi E El valor crítico es x — 5. 
b y= 79 


(© y” > 0 para х = 5. Por tanto tiene un mínimo igual a 75 para x = 5. 


16. Hallar los máximos y mínimos де la función у = (x — 2}”. 
2222 
Ha — 2):3 

2 — 
9(x — 2)1% 


(c) Como y'' tiende a infinito cuando x tiende a 2, hay que acudir al criterio de la primera derivada. Para х < 2, y” < 0; 
para x > 2, у’ > 0. Por tanto, y presenta un mínimo relativo, igual a 0, en el punto x = 2. 


(а) y' = E (Х--2)-13 = El valor crítico es x = 2. 


"T 


17. Una función f(x) es creciente en el punto x = Xp, si, dado un Л > 0 y suficientemente pequeño, se verifica: 
Јо — А) < fox) < f(x + h). 
Demostrar que si f'(x) > 0, la función f(x) es creciente en el punto x = xo. 
Ах) — x)— 
Como lim fo + 4x) f(x). f'(x.) > 0, tendremos fox, + 4x) — fen) 
4х0 Ax Ax 
редџећо, Problema 4, Capítulo 3. 
Si, Ax < 0, /(х + Ах) — fix) < 0, y haciendo Ах = —h, f(x, — 1) < f(xo). Si Ax > 0, por ejemplo Дх = A, 
f (xo + ћу > f(x). Es decir, f(x, — А) < (ху) « (хо + А), que es lo establecido en la definición. 


Ver Problema 33 para una función decreciente. 


> 0 para un |4x| suficientemente 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Demostrar que si y = f(x) admite derivada en el intervalo а < x X b, y f(x) presenta un máximo relativo en el punto 
x = Хо, siendo а < x, < b, se verifica f (xp) = 0. 
Como f(x) presenta un máximo relativo en х = xp, para todo Ах, siendo [Дх] suficientemente pequeño, 
Јо + Ax) < f(x) у La + Ах) — бо) < 0 


fi + dx) — Со) у 5. Јо + da) Р) 
О „0 y fad lim. ын 


/(ху + Ах) —fGo) – пр fO + ADS „ 
UT Law. c5 3 E ims e 


» 0. 


Ahora bien cuando 4x < 0, 


у сџапдо Ах > 


Por tanto, 0 < f(x) < 0, УЛ (xp) = 0, como se quería demostrar. Ver Problema 34 рага el mínimo relativo. 


Demostrar el criterio de la segunda derivada para hallar máximos y mínimos: Si f(x) y f(x) admiten derivada en el 
intervalo a < x < b, el punto x = xp, siendo а < x, < b, representa un valor crítico de f(x), y 7" (ху) > 0, la función 
f(x) tiene un mínimo relativo en x = xp. 


Como Г (о > 0, f'(x) es creciente en x = x, y existirá un й > 0 tal, que f(x. — h) < f' Об) < f' (xs + h). 
Por tanto, para valores de x inferiores a хо, /'(x) < f'(x,), y para valores de x superiores a хо, f'(x) > f (xp). Ahora bien, 
como / (ху) = 0, f'(x) < 0 para x < xo, y f'(x) > 0 para x > ху. Estas son las condiciones (ver Problema 18) que ase- 
guran la existencia de un mínimo relativo de la función f(x) en el punto x = xp. Se deja para el alumno, la demostración 
del teorema análogo para el máximo relativo. 


Consideremos el problema de situar sobre la hipérbola x° — y? = 1 un punto (A, Y) cuya distancia a uno dado P(a, 0), 
siendo a > 0, sea minima. De la expresión que da la distancia entre dos puntos, se deduce D" = (X — а)" + г", y рог 


pertenecer el punto (Y, Y) a ta hipérbola, Y? У? = 1. ў 
Expresando D? еп función А solamente, resulta: 
ЈА) = (XA —a + Х:—1 = 2X?—2aX + а? — 1 
cuyo valor crítico de esta función es X = da. 


Si tomamos a = +, no habrá ningún punto sobre la hipérbola, porque Y se hace imaginario para el valor crítico 
X = }. Dibujando la figura correspondiente se vería claramente que el punto de la hipérbola más próximo al P(4, 0) 
es el Ки, 0). Por tanto, lo que se trata en este caso es hallar el mínimo de la función f(X) = (X — $} + X*— 1 con 
la condición de que X > 1. (Obsérvese que esta condición no la lleva implícitamente la función f(X). Esta función, sin 
poner condición alguna, presenta un mínimo relativo en el punto X = 1.) En el intervalo X > 1,f(X) tiene un minimo 
absoluto en el extremo X — 1, que no es un mínimo relativo. Se deja como ejercicio para el alumno el estudio dei pro- 


blema cuando (i) a — 4/2 y (ii) a — 3. 


Problemas propuestos 


Determinar los intervalos en los que son crecientes y decrecientes cada una de las funciones del Problema 1. 
Sol. (а) Crec. x < 0; Dec. x > 0. (b) Crec. x > 3, Dec. x < 3. (c) Crec. —5/2 < x «0; Dec. 0 < x < 5/2. 
(d) Crec, x > 4, 


(а) Demostrar que у = x* + 20x — 6 es una función creciente para todos los valores de x. 
(b) Demostrar que y = 1 — x? — x? es una función decreciente para todos los valores de x. 


Hallar los máximos y mínimos, aplicando el criterio de la primera derivada, de las funciones siguientes: 
(а) Ј(х) = x + 2х-- 3 Sol. х = —1 mínimo relativo = —4 
(b f(x)-—3-r2x—x Sol. x = 1 máximo relativo = 4 
(с) f(x)2x'H-2x*—4x—8 Sol. х = # minimo relativo = — 256/27 
x = —2 máximo relativo = 0 
(d) f(x) = x*— 6x? + 9x —8 Sol. x — 1 máximo relativo — —4 
x = 3 máximo relativo = —8 
(е) РО) =Q—x) Sol. No tiene пі máx. ni mín. relativos 
О) Лос) = (х — 4) Sol. x = 0 máximo relativo = 16 


x = +2 mínimo relativo = 0 
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30 


3 


36. 


37. 


(д) f(x) =(х— 4) (x + 3) Sol. x = 0 máximo relativo = 6 912 
x = 4 mínimo relativo = 0 


= 0 mínimo relativo = — 4/ 4 
= 1 ni máximo ni mínimo 


х = —3 ni máximo ni mínimo 
(А) f(x) = x? + 48/x Sol. x = —2 máximo relativo = —32 
x = 2 mínimo relativo = 32 
G) f(x) = (х — DY (x + 2)? Sol. x — —2 máximo relativo — 0 
x 
х 


. НаПаг los máximos y mínimos de las funciones del Problema 23 (a)-(f) aplicando el criterio де la segunda derivada. 


Determinar, asimismo, los puntos de inflexión y los intervalos en los que la curva es cóncava o convexa. 


Sol. (а) No tiene P.I.; es siempre cóncava. 
(b) No tiene P.L; es siempre convexa. 
(c) P.L. en x = —2/3; cóncava para x > —2/3; convexa para х < —-2/3. 
(d) P.L. en x = 2; cóncava para x > 2; convexa para x « 2. 
(e) P.I. en x = 2; convexa para x > 2; cóncava para x « 2. 
(f) P.Ien x = + 24/ 3/3; cóncava para x > 24 3/3 y x < — 2 Y 3/3; convexa en —24/ 3/3 < x < 2^/ 3/3. 


ox + b зал хн d i 
—————;‚ carece de máximos y mínimos relativos. 
сх фа 


Hallar los máximos y mínimos relativos de la función y = x? — 3px + 4. 
Sol. Mín. = а — 2p?*, Máx. = а + 2p?? si p > 0; en los demás casos, ni máximo ni mínimo. 


Demostrar que la función y = 


Demostrar que y = (a, — х)? + (a? — x)? +: + (а, — x) tiene un mínimo relativo cuando x = (a, + az + 
+ ад/т. : 


e... 


Demostrar que si f (xp) = 0 y f(x) = 0 hay un punto de inflexión en el punto x = ху. 


. Demostrar que si y = ах? + bx? + cx + dtiene dos puntos críticos, en el punto medio del segmento que une los corres- 


pondientes valores críticos la función presenta un punto de inflexión, y que si solo tiene un punto crítico, éste es de 
inflexión. 

Una función tiene un máximo (mínimo) absoluto en un punto x = хо, cuando f (xp) es mayor (menor) o igual a cualquier 
otro valor de la función en su dominio de definición. Comprobar, gráficamente que (a) y = —x? tiene un máximo abso- 
luto en el punto x = 0; (b) у = (x — 3)? tiene un mínimo absoluto (= 0) en el punto x = 3; (c) у = 4/25 — 4x? tiene 


un máximo absoluto (= 5) en x = 0 y un mínimo absoluto (= 0) en x = +5/2; (d) у = Vx — 4 tiene un mínimo 
absoluto (= 0) en x = 4. 


Hallar los máximos y mínimos de las funciones siguientes en los intervalos dados: 


(а) у= —х? еп —2 < х «2 Sol. Мах. (= 0) en x = 0 
(Б) y = (х — 3) еп0 < х<4 Sol. Мах. (= 9) en x = 0 
Mín. (= 0) еп x = 3 
(с) у= 25 —4 еп —2 < х x2 Sol. Мах. (= 5) en x = 0 
Mín. (= 3) еп х = +2 
(d) у= мх —4еп4<х < 29 Sol. Мах. (= 5) en х = 29 


Min. (= 0) еп х = 4 


Nota. Estos son los valores máximos y mínimos де los que se habla en la Propiedad П, Capitulo 3, de las fun- 
ciones continuas. 


Demostrar que una función / (x) es creciente (decreciente) en un punto x = xp, si el ángulo de inclinación de la tangente 
a la curva у = f(x) en el punto x = x, es agudo (obtuso). 


Enunciar y demostrar el teorema análogo al del Problema 17 para una función decreciente. 


. Enunciar y demostrar el teorema análogo al del Problema 18 para el mínimo relativo. 


Hallar los máximos y mínimos de la función 2x? — 4ху + 3? — 8x + 8y —1 = 0. 
Sol. Máx. en (5,3); mín en (—1, —3). 


La fuerza ejercida por el campo magnético creado por la corriente eléctrica que circula por una bobina de radio r sobre 
A ) : : : : : Я kx 

un pequefio imán situado a una distancia x del centro de dicha bobina viene dado por Р = QE буулт Demostrar que F 

es máximo en x — jr. (х + r 


El trabajo realizado por una pila de fuerza electromotriz constante E y resistencia interna r conectada a una resistencia 
de carga R, es proporcional a E*R/(r + R)*. Demostrar que dicho trabajo es máximo рага R =r. 


1 Capitulo 9 


Problemas de aplicación de máximos y mínimos 


PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS. Normalmente, en los problemas de aplicación no será 
necesario demostrar la existencia de un máximo o de un mínimo relativo. De un estudio previo 
se puede obtener la elección adecuada del valor crítico. 


А veces, un máximo o un mínimo relativo de una función son un máximo o un mínimo absolutos. 
Еп estos casos están justificados los términos máximo, mayor que, menor que, etc., que figuran 
en los enunciados de los problemas. 


Problemas resueltos 


1. Hallar dos nümeros cuya suma sea 120 y de forma que el producto P de uno de ellos por el cuadrado del otro sea máximo. 


Sean x y 120 — x dichos números. Por consiguiente, Р = (120 — x)x?. dP/dx == 3x(80 — x). Los valores críticos 
son x = 0 y x = 80. 


Prescindiendo de la solución trivial x — 0, los nümeros pedidos son x — 80 y 120 — x — 40. 


2. Elárea de una superficie rectangular es de 18 m?. Sabiendo que en su interior hay otra de forma que los márgenes superior 
e inferior son de 3/4 m y que los márgenes laterales son de 1/2 m, hallar las dimensiones de la superficie exterior para que 
el área comprendida entre los márgenes sea máxima. 


Sean x = longitud 18/x = anchura де Ја superficie, en metros. (Ver figura 9-1.) 


El área entre márgenes es А — (x — 1) ЁЧ = i 5 
4А 18 3 У dA 5 E e 
EA ur О? De la ecuación TIAE 0, se obtiene el valor crítico x — 24/ 3. 


Las dimensiones de la superficie exterior son x == 24// 3 y 18/x = 3\' 3m. 


3/4 Ao Bi Bo 
65 — 10: 10: 


12 18/5 16t 


= 


Fig. 9-1 Fig. 9-2 


3. Еп un instante determinado, un barco B se encuentra a 65 millas al este de otro barco A. El barco B empieza a navegar 
hacia el oeste con una velocidad de 10 millas hora, mientras que el А lo hace hacia el Sur con una velocidad de 15 millas/h. 
Sabiendo que las rutas iniciadas no se птед ћсап, calcular el tiempo que transcurrirá hasta que la distancia que los separe 
sea mínima y hallar dicha distancia. 


Sean A, y B, las posiciones de los barcos A y B en el instante inicial, y A, y B, sus respectivas posiciones t horas más 
tarde. La distancia recorrida por А en £ horas es 15 t millas y la recorrida por 8, 10 £ millas, 


La distancia D entre los barcos viene dada por D? = (157)* + (65 — 10)". 
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4. 


6. 


7. 


dD 325r — 650 ., ар ; ша : 
та кє ишы De la ecuación » 0, se obtiene el valor crítico t == 2 para el cual la distancia es mínima. 


Рага г = 2, la función D? = (151)? + (65 — 104)# toma el valor D = 154/13 millas. 


La distancia mínima entre los dos barcos es de 154/ 13 millas y se produce 2 horas después de iniciarse el movimiento. 


Se quiere construir un recipiente cilíndrico metálico de base circular y de 64 centímetros cübicos de volumen. Hallar 
las dimensiones que debe tener para que la cantidad de metal (área total) sea mínima, en el caso en que (a) el recipiente 
sea abierto у (6) sea cerrado. 


Sean r y hel radio de la base y la altura en centímetros, 4 la cantidad de metal y V el volumen del recipiente. 


(а V = nr?h = 64 y А = 2nrh + луг, 


Para expresar А en función de una sola variable зе despeja ^ de la primera relación y se sustituye en la segunda; 
resulta А = 21r(64/ar?) + nr? = 128/r + лез, 


3 — 
2 ES = + 2лг = еш, y el valor crítico es r = 232 
dr r r? Ул 


Por tanto, h = 64/лу2-4/Х/л,уг-А-44/ zx ст. 


(b V = arh = 64, У А = 2nrh + 22r? = 2nr(64/nr?) + 2лг% = 128/r + 2nr*. 


dA з__ | 
ДУСТ Е + Алг = Krr = 2). y el valor crítico es r = 21/4/л 


Por tanto, h = 64/nr? = 44/4/л,уй = 2r = AX Аја cm. 


El coste tota! de producción de x unidades diarias de un producto es de (1x? + 35x + 25) pesetas, y el precio de venta 
de una de ellas es de (50 — 1x) pesetas. 

(a) Hallar el número de unidades que se deben vender diariamente para que el beneficio sea máximo. 

(b): Demostrar que el coste de producción de una unidad tiene un mínimo relativo. 


(a) El beneficio de fa venta de x unidades diarias es Р = x(50 — $x) — (dx? + 35x + 25). 
dP 3x 
Og o EN 
Por tanto, la producción que proporciona el mayor beneficio es de 10 unidades al día. 


2 
Ш Ман л ЕЕ (т^ + 35 + 2| pts. 
х 4 х 


. Resolviendo dP/dx = 0 obtenemos el valor crítico х = 10. 


(b) El coste de producción de una unidad es С = 


С: = E — 22 Resolviendo 4C/dx = 0 resulta х = 10, un mínimo. 
dx 4 ха 


El coste del combustible que consume una locomotora es proporcional а] cuadrado de la velocidad y vale 1 600 pesetas 
por hora cuando la velocidad es de 40 kilómetros por hora. Independientemente de la velocidad, el coste por hora se 
incrementa, por otras causas, en 3 600 pesetas por hora. Calcular la velocidad a la que debe ir la locomotora para que 
el coste por kilómetro sea mínimo. 


Sea у = velocidad buscada y C = coste total por kilómetro. 


Coste de combustible por hora = Кг, siendo А una constante que podemos determinar sabiendo que para 
y = 40, kv? = 1 600 v? = 1 600, de donde resulta К = 1. 


_  coste(pts/h) _ v?+3600 _ 3 600 
СБД Цаг) 27770087 
S -1- 5 9 = овоа) Сото v > 0, Ја única solución posible para el valor crítico es у = 60. 
Р 12 12 


Asi pues, la velocidad más económica es la de 60 kilómetros por hora. 


Un hombre, sobre un bote de remos, está situado en un punto Р a una dis- 
tancia de 5 kilómetros de un punto A де la costa (rectilínea) y desea llegar 
a un punto Ё de la costa a 6 kilómetros de 4 en el menor tiempo posible. 
Determinar el camino que debe seguir sabiendo que puede remar a una velo- 
cidad de 2 kilómetros por hora y andar a una velocidad de 4 kilómetros 
por hora. 


Sea C el punto situado entre А y B al que se dirige el hombre, y llamemos x 
a la distancia AC Fig. 9-3 
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espacio _ yv25 + х? 
velocidad 207m 
El espacio que ha de recorrer andando рог la costa es CB = 6 — x y el tiempo empleado, t; = (6 — x)1. 

El tiempo total es t = ft; + ta = фу 25 + x? + 1(6 — x). 


— Af Lo. 
Ht A Жы. 25 + X y el valor crítico, obtenido de la ecuación 2x — 4/25 F xi = 0, 


dx оза 4 4/25 + ха 
es x = 34/3 = 2,89. Por tanto, deberá dirigirse a un punto situado entre А y B, а 2,89 kilómetros de А. 


El espacio que ha de recorrer en bote es PC = ~ 25 + х2 y el tiempo empleado, г; = 


8. Se quiere poner una alambrada para proteger el contorno de un campo rectangular de área dada y uno de cuyos bordes 
lo constituye el cauce de un río. Sabiendo que en este borde no hay que colocar alambrada, demostrar que 1а menor 
cantidad de alambrada que se necesita es cuando la longitud del campo es igual al doble de su anchura. 


Sea x = longitud e у = anchura del campo. Área = xy. Alambrada necesaria, F = x + 2y. 
dF|dx = 1 + 2 dy[dx. Para que dF/dx = 0 deberá ser dy/dx = —4, 
дАјах = 0 = y + x дујах. Por tanto, y — jx = 0, esto es x = 2y como se quería demostrar. 
9, Hallar las dimensiones del cono recto circular de volumen mínimo que se 
puede circunscribir a una esfera de 8 cm de diámetro. 
Sea х = radio de la base del cono e y + 8 = altura del cono. 


De los triángulos rectángulos semejantes 4BC y AED, deducimos 


4 2 
НЕ dona LE ж к 
8/64 y — 64 y—8 

2 2 
Volumen del cono, Y = (тулш) = б4л(у + 8 
3 3(y — 8) 


dV _ 64д(у + 90у — 24) 
dy — X» — 8 ` 
Altura del cono = y + 8 = 32 cm; radio de la base = x = 8\/' Ž ст. 


. El valor critico es y = 24. 


Fig. 9-4 


10. Hallar las dimensiones del rectángulo de área máxima que se puede inscribir en la porción de parábola y? = 4px limitada 
por la recta x = a. 


Sea PBB'P' el rectángulo y (х,у) las coordenadas de P. (Ver Fig. 9-5). 
Area del rectángulo, А = 2y(a — х) = 2y(a — y*/4p) = 2ay — y?/2p. 
dAjdy = За — 3y*/2p. Resolviendo dA/dy = 0, el valor crítico es y = У 4ар/З. 
Las dimensiones del rectángulo son 2y = $4/3ap y a — x = a — y*/Ap = 2aj3. 


Fig. 9-5 Fig. 9-6 Fig. 9-7 


11. Hallar la altura del cilindro circular recto de volumen máximo V que se puede inscribir en una esfera de radio R 
(Ver Fig. 9-6.) 


Sea r el radio de la base y 24 la altura del cilindro. 

V = 2nrh y r? + А? = R? Por tanto, dV/dr = 2n(r? dhidr + 2rh) y 2r + 2h dh [ак = 0. 
De la última relación, dh/dr = —r/h. Por tanto, dV/dr = 2n(—r*/h + 2rh). 

Cuando V es máximo, dV/dr = 2л(—ғ3/А + 21h) = 0 y r? = 25%, 

Como r? + h? = R*, 212 + h? = R? y h = КУ 3. Altura del cilindro = 21 = 2R/V 3. 
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12. Se quiere apuntalar Ја pared de un edificio por medio de una viga apoyada sobre una pared paralela, de 10 m de altura, 


situada a una distancia de 8 m де la primera. Hallar la longitud L de la viga más corta que se puede emplear al efecto. 


Sea x la distancia del pie de la viga al de la pared paralela, e у la distancia metros del suelo al extremo superior. 
de la viga. (Ver Fig. 9-7.) 


= Мб +8) + y*. De los triángulos semejantes, 5 = Ez е y= A 
E -- TE 
Por tanto L = |“ + 8Y + Б Ыш + 5 Ух? + 100 y 
dl _ xi + 1003? + x(x + 8) (x? + 100) 1] — (x + 8) (2? + 100)? qe — 800 
dx С х с +100 


El valor crítico es х = 24/100. La longitud de la viga más corta es 


2010 +8 -y 44/10000 + 100 = (4/100 + 4)% m 
rent 


Preblemas propuestos 


13, Hallar dos nümeros positivos cuya suma sea 20 y (a) su producto sea máximo, (5) la suma de sus cuadrados sea mínima, 


(c) el producto del cuadrado de uno de ellos рог el cubo del otro sea máximo, Sol. (а) 10,10; (5) 10,10; (с) 8,12. 


14. Hallar dos números positivos cuyo producto sea 16 y (a) su suma sea mínima. (5) la suma de uno de ellos con el cuadrado 


3 


16 


(8 


17. 


18. 


> 


26 


27 


28 


+ 


del otro sea mínima. Sol. (a) 4,4; (b) 8,2. 


Hallar las dimensiones de una caja rectangular abierta de 6 400 centímetros cübicos para que resulte la más económica, 
teniendo en cuenta que el precio de coste de la base es de 75 pesetas y el de las superficies laterales de 25 pesetas por 


centímetro cuadrado. 
Sol. 20 x 22 x 16 cm. 


Una pared de 3,2 metros de altura está situada a una distancia de 1,35 metros de una casa. Hallar Ja longitud de la 
escalera más corta de manera que, apoyándose en el suelo y en la pared, llegue a la cima de la casa. Sol. 6,25 metros. 


Una entidad bancaria tiene las siguientes tarifas: 30 pesetas por cada mil para operaciones de hasta 50 000 pesetas; 
para la cantidad que sobrepase esta cifra, disminuye la tasa anterior en 0,375 pesetas por cada mil. Hallar la operación 
óptima de manera que el beneficio del banco sea máximo. Sol. 90 000 pesetas. 


Hallar la ecuación de la recta que, pasando por el punto (3, 4), determina en el primer cuadrante con los ejes coordenados, 
un triángulo de área mínima. Sol. 4x + Зу — 24 = 0. 


Hallar un punto de la parábola y = 4 — х? en el que la tangente determine en el primer cuadrante con los ejes coorde- 
nados un triángulo de área mínima. Sol. (24 3/3, 8/3). 


Hallar la mínima distancia del punto (4, 2) a la parábola у? = 8x. Sol. 2М 2 unidades. 


Se traza la tangente en un punto de la elipse x?/25 + y?/16 = 1 de forma que el segmento de ella interceptado por los 
ejes coordenados sea mínimo. Demostrar que la longitud de este segmento es de 9 unidades. 


Se inscribe un rectángulo en la elipse x?/400 + у:/225 = 1 con sus lados paralelos a los ejes. Hallar las dimensiones de 
dicho rectángulo para que (a) el área sea máxima, (b) el perímetro sea máximo. Sol. (а) 204/ 2 х 154 2, (b) 32 x 18. 


Hallar el radio R del cono circular recto de volumen máximo que se puede inscribir en una esfera de radio r. 


Sol. В = #г\/ 2. 


Еп un cono circular recto r, se inscribe un cilindro circular recto. Hallar el radio R del cilindro рага que (a) su volumen 
sea máximo (6) su área lateral sea máxima. Sol. (а) R = $r, (b) R = kr. 


Demostrar que la menor cantidad de lona empleada en confeccionar una tienda de сатрайа cónica de un volumen 
determinado ocurre cuando su altura sea dos veces el radio de la base. 


Demostrar que todos los triángulos isósceles que se pueden circunscribir a una circunferencia de radio r, el de área 
mínima es е] equilátero de lado 3r. 


Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de área lateral máxima que se puede inscribir en una esfera 
de 8 centímetros de radio. Sol. В = 2r = 8 2 centímetros. 


Estudiar la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de área total máxima en un cono circular recto de radio r 
y altura Л. Sol. Si h > 2r, radio del cilindro = ¿Ar/(h — r). 


Capitulo 10 


Movimientos rectilíneo y circular 


MOVIMIENTO RECTILINEO 
El movimiento de una partícula P a lo largo de una línea recta queda completamente definido 


por la ecuación 5 = f(t), ley del movimiento, siendo / = 0 el tiempo y s la distancia de P a un punto 
fijo O de la trayectoria. 


5 ds 
La velocidad de P, en un instante 7, es: v = dr 


Si v > 0, P se mueve en la dirección creciente де 5. 
Si У < 0, P se mueve en la dirección decreciente de 5. 
Si v = 0, P está en reposo en dicho instante. 


: : ду dis 
La aceleración de P, en un instante t, es: а = da СЫЙ 


Si a > 0, v aumenta; si а < 0, v disminuye. 
Si у y a tienen el mismo signo, la celeridad (módulo de la velocidad) de P aumenta. 


Si v y a tienen signo contrario, la celeridad de P disminuye. 
(Ver Problemas 1-5.) 


MOVIMIENTO CIRCULAR 
El movimiento de una partícula P a lo largo de una circunferencia queda completamente definido 


por la ecuación 0 = f(t), ley de movimiento, siendo 0 el ángulo en el centro (radianes) barrido en 
el tiempo t por la recta que une P con el centro de la circunferencia. 


d 
La velocida angular de P en el instante t es о = i 
2 
La aceleración angular de P, en el instante t es a — ГР == 2 


Si a es constante para todos los valores de t, P se mueve con una aceleración angular cons- 
tante. 
Si а = 0 para todos los valores de t, P se mueve con una velocidad angular constante. 


(Ver Problema 6.) 


Problemas resueltos 
En los problemas que siguen sobre el movimiento rectilíneo el espacio 5 se mide en metros y el tiempo г en segundos. 


1. La ley del movimiento rectilíneo de un cuerpo viene dada por s = 41 — 2r. Hallar su velocidad y aceleración al cabo 


de 2 segundos. 
== ds -= 3 2 t 3 2 ши 
Мр Г о Para t = 2, У = = (2) — 2 = 4 m/s. 
ду " 2 
a= — = 3 Para г = 2, a = 32) = 6 mjs, 
dt 
2. Е! espacio recorrido por un móvil en línea recta viene dado por la ecuación s = 1? — бї? + 9t + 4 (ley del movimiento). 
(a) Hallar s y a cuando v = 0. (d) ¿Cuándo aumenta v? 
(b) Hallar s y v cuando a == 0. (e) ¿Cuándo cambia el sentido del movimiento ? 


(c) ¿Cuándo aumenta s? 
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4. 


y = ds[dt = 38 — 12: + 9 = Xt — 1 — 3) а = dvjdt = 6: — 2) 


(а) Para v = 0,1: = 1 у 3. Para t = 1, s = 8 y a = —6. Para t = 3,1 = 4 уа = 6. 
(b) Para a = 0, г = 2. Para t = 2,5 = буу = —3. 

(с) saumenta cuando y > 0, e.d, cuando t < 1 уг > 3. 

(d) v aumenta cuando а > 0, e.d., cuando г > 2. 


(е) El ы del movimiento cambia cuando v = 0 y а = 0. De (а) зе deduce que el sentido cambia cuando 
t=1y1=3, 


La ley del movimiento rectilíneo de un cuerpo viene dada por s = f(t) = 1? — 91 + 24r. Determinar cuando aumenta 
y disminuye: 

(a) El espacio s. 

(b) La velocidad v. 

(c) La celeridad del cuerpo. 

(4) La distancia total recorrida en los primeros 5 segundos del movimiento. 


v = dsjdt = 3 — 18t + 24 = За — D(t — 4) а = dv/[dt = 61 — 3) 


(а) s aumenta cuando v > 0, esto es, cuando t < 2y t > 4. 
s disminuye cuando v < 0, esto es, cuando 2 < t < 4. 


(b vaumenta cuando a > 0, esto es, cuando t > 3. 
v disminuye cuando a < 0, esto es, cuando t « 3. 


(с) La celeridad aumenta cuando v y a tienen el mismo signo y disminuye cuando v y a son de signos contrarios. 
Como v cambia de signo en t = 2 y = 4 y a lo hace en / = 3, hemos de comparar los signos en los intervalos 
1<2,2<1<33<а << 4у:>А4. 

En el intervalo t < 2, v > дуа < 0; la celeridad disminuye. _ 
En el intervalo 2 < ¢ < 3, y < д ya < 0; la celeridad aumenta, 
En el intervalo 3 < t < 4, v < ду a > 0; la celeridad disminuye, 
En el intervalo t > 4, v > O y a > 0; la celeridad aumenta. 


(d) Para t = 0, s = 0, y el cuerpo'se encuentra en el origen O. Al principio, el cuerpo se mueve hacia la derecha 
(у > 0), durante los dos primeros segundos, alcanzando una distancia del origen О de s = /(2) = 20 metros. 


Durante los dos segundos siguientes se mueve hacia la izquierda, y al final de este tiempo, se encuentra en 
s = f(4) = 16 metros de O. 

А continuación, se mueve hacia la derecha y, después de transcurridos 5 segundos desde que se inició el movi- 
miento, 5 == f(5) = 20 metros де О. 

El espacio total recorrido es 20 + 4 + 4 = 28 metros. 


0 20 
4 [ 
= reps a с йз ps 


Fig. 10-1 


Una partícula se mueve a lo largo de una línea horizontal de acuerdo con la ley s = f(r) = 11 — 6% + 1211 — 101 + 3 
Determinar: 


(a) Cuándo aumenta la velocidad y cuándo disminuye. 
(b) En qué instante cambia el sentido del movimiento. 
(c) El espacio total recorrido en los 3 primeros segundos del movimiento. 
y = ds[dt = 413 — 181? + 24; — 10 = 20 — 11 Qr — 5) а = Фі = 120 — Xr — 2) 


(a) v cambia de signo cuando / = 1 y t = 2,5; a cambia de signo cuando t = 1 у: = 2. 


Еп el intervalo 1 < 1, v < 0 y a > 0; Іа celeridad disminuye. 
En el intervalo 1 < t < 2, v < буа < 0; la celeridad aumenta. 
En el intervalo 2 < t < 2,5, v < Oy a > 0; la celeridad disminuye. 
En el intervalo £ > 2,5 v > дуа > 0; la celeridad aumenta. 
(b) El sentido del movimiento cambia en el instante t = 2,5 en el que у = 0, a = 0; pero no se invierte en t = 1, puesto 


que v no cambia de signo al ir aumentando / al pasar por t = 1. Obsérvese que para t = 1, х = 0 уа = 0 у, por 
tanto, no se posee información alguna. 


56 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


MOVIMIENTOS RECTILINEO Y CIRCULAR [CAP. 10 


(с) Para = 0, = 3, y la partícula se encuentra 3 metros a la derecha del origen О. 


El movimiento se efectúa hacia la izquierda durante los 2,5 primeros segundos, al final de los cuales la partícula 
se encuentra a 27/16 metros a la izquierda de O. 

Para ! = 3, s = 0; la partícula se ha desplazado 27/16 metros hacia la derecha. 

El espacio total recorrido es 3 + 27/16 = 51/8 metros. 


27/16 


Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 112 metros por segundo. Sabiendo que la 
ley del movimiento es s = 112: — 1675, siendo s la distancia al punto de partida, calcular (a) la velocidad y la aceleración 
en los instantes / = 3 y '£ = 4, (b) la máxima altura alcanzada у (с) el tiempo que tardará en llegar a una altura de 
96 metros. 

y = @/4 = 112 — 327 а = дујф = —32 


(а) Para t = 3, у = 16 y а = —32. La piedra está subiendo а 16 m/seg. 
Para t = 4, v = —16 y a = —32. La piedra está bajando а 16 m/seg. 
(b) En el punto más alto, v = 0. 
Resolviendo v = 0 = 112 — 321, r = 3,5. Para este tiempo, 5 = 196 m. 
(с) 96 = 112: — 1612, 11 —7t + 6 = 0, (г — IXe — 6) —0,1 = 1,6. 


Al cabo de 1 seg de iniciarse el movimiento, Ia piedra está a una altura de 96 metros y además está subiendo, puesto 
que v > 0. Al cabo de 6 seg también se encuentra a esa altura, pero en este caso está bajando, ya que v « 0. 


Una partícula posee un movimiento de rotación en sentido contrario al de las agujas del reloj, partiendo del reposo, 
según la ley 0 = 17/50 — ғ, en donde 0 se expresa en radianes у / en segundos. Calcular el desplazamiento angular 0, la 
velocidad angular с, y la aceleración angular al cabo de 10 segundos. 


Ө = (5/50 — t = 10 rad, о = 40/4! = 319/50 — 1 = 5 rad/seg, а = доја; = 61/50 = 6/5 rad/seg* 


Problemas propuestos 


La ley del movimiento rectilíneo de una partícula viene dada por s = t? — 6° + 97, en donde las unidades son el metro 

y el segundo. Hallar la situación de la partícula con respecto a su posición inicial (г = 0) en O, determinar el sentido y la 

:velocidad del movimiento y averiguar si la velocidad está aumentando o disminuyendo en los instantes (a) { = 1/2, 

(b) t = 3/2, (с) t = 5/2, (d) = 4. 

Sol. (а) 25/8 metros a la derecha de О; se mueve hacia la derecha con una у = 15/4 metros por segundo; disminuyendo. 
(b) 27/ metros a la derecha de О; se mueve hacia la izquierda con una v = 9/4 metros por segundo; aumentando. 
(c) 5/8 metros a la derecha de О; se mueve hacia Іа izquierda con una у = —9,4 metros por segundo; disminuyendo. 
(d) 4 metros a la derecha de O; se mueve hacia la izquierda con una v — 9 metros por segundo; aumentando. 


El espacio recorrido por una locomotora sobre una vía horizontal, con respecto a un punto fijo, viene dado, en función 
del tiempo t, por s = 3" — 441? + 144%. Calcular el intervalo de tiempo en el que la locomotora marcha en sentido 
contrario al inicial. Sol. 3 1-8. 


Estudiar, tal como se hizo en el Problema 2, los movimientos rectilíneos siguientes: 
(а) s= 109—911 + 24t, (b) 5 = (0 —3t* + 3t + 3, (с) s = 20° — 120° + 181 — 5, (d) 5 = 311 — 28% + 901? — 1087. 
Sol. (a) Se detiene en / = 2 y en / = 4 con cambio de sentido. 

(b) Se detiene en / = 1 y no hay cambio de sentido. 

(с) Se detiene en f = 1 y en f = 3 con cambio de sentido. 

(d) Se detiene en / = 1 con cambio de sentido y en / = 3 sin cambio de sentido, 


La ley del movimiento rectilíneo ascendente de un cuerpo es s = 64t — 161”. Demostrar que a los 48 metros de altura, 
su velocidad es igual a la mitad de la inicial. 


Desde un tejado de 112 metros de altura, se lanza verticalmente hacia arriba una pelota que, finalmente, regresa al suelo. 
Sabiendo que el espacio s metros recorrido desde el tejado en función del tiempo / viene dado por s = 96r — 16%, 
calcular (a) la posición de la pelota, su velocidad y el sentido del movimiento en el instante / = 2 у (5) su velocidad al 
llegar al suelo. 


Sol. (a) 240 metros desde el suelo, 32 metros por segundo, hacia arriba. (5) = —128 metros por segundo. 
El ángulo 0 (radianes) girado por una rueda en función del tiempo /(ѕер) viene dado por 6 = 128; — 12/%, Calcular la 
velocidad angular y la aceleración al cabo de 3 segundos. Sol. œw = 56 radianes por segundo, а = — 24 radianes 


por segundo al cuadrado. 


Demostrar, en los Problemas 2 y 9, que cuando el móvil se detiene con cambio de sentido del movimiento, el valor de £ 
en el que ocurre es el que hace а la función s = f(r) máxima o mínima, mientras que si la detención es sin cambio de 
sentido, se verifica en un punto de inflexión. 


Capitulo TI 


Variaciones con respecto al tiempo 


VARIACION CON RESPECTO AL TIEMPO. Si una variable x es función del tiempo t, la variación 


3. 


4. 


de x en la unidad de tiempo viene dada por ах/а. 


Cuando dos о más variables, todas funciones de t, están relacionadas por una ecuación, se puede 
obtener la relación entre sus variaciones derivando la ecuación con respecto a /. 


Problemas resueltos 


Un gas escapa de un globo esférico a razón de 2 metros cübicos por minuto. Hallar la disminución de su superficie 
en la unidad de tiempo, sabiendo que el radio es de 12 metros. 


Sea r el radio de la esfera en el instante f. El volumen correspondiente es dnr: y la superficie, S = 4лг%. 


dV _ .dr 45_„ dr Su ard ds 2 2 noL 
Tendremos, -77 = nr Pe ШАРЛЭР ГД = —, де donde, -7 = I = 37 4) = —-у m*/min 


De un embudo cónico sale agua a razón de 1 centímetro cübico por segundo. 
Sabiendo que el radio de Ja base es de 4 centímetros y la altura de 8 centímetros, 
calcular е1 descenso del nivel en la unidad de tiempo en el instante en que la 
superficie libre se encuentra a una distancia de H centímetros de la base del 
embudo. 


Sea r el radio, ^ la altura de la superficie del agua en el instante t y V el 
volumen de agua que contiene el cono. 


De los triángulos semejantes, r/4 = A/8 6 r= M. 


У = barh = nh y dVjdt = ak ана. 


Fig. 11-1 


Cuando dV/dt = —1 y В = 8 —2 = 6, tendremos dh/dt = —1/9л cm/seg 


Se forma un montículo cónico de arena cuya altura es constantemente, igual a los 4/3 del radio de la base. Hallar: (a) el 
incremento де] volumen en la unidad de tiempo cuando el radio de la base es de 3 metros, sabiendo además que éste 
aumenta a razón de 25 cm cada minuto; (b) el incremento del radio en la unidad de tiempo cuando éste es de 6 metros 
y el volumen aumenta a razón de 24 metros cübicos por minuto. 


Sea г = radio de la base y Л = altura del cono en el tiempo t. 


2214, Hp Ы ERA dV 4 ¿Ar 

‚ Сотой == > У = 37h фи, y S лг P 
E dr _ 1 dV 5 23 dy _ dr 1 T 
(a) Cuando r = 3 y пи uh = Зл m*/min. (b) Cuando r = 6 y D iui xa m/min. 


Un barco A navega hacia el sur a una velocidad de 16 millas por hora, y otro B, situado 32 millas al sur de А, lo hace 
hacia el este con una velocidad de 12 millas por hora, Hallar (а) la velocidad a la que dichos barcos se aproximan о sepa- 
ran а] cabo de una hora de haberse iniciado el movimiento. (b) Idem, después de 2 horas; (с) el momento еп que dejan 
de aproximarse y comienzan a separarse así como la distancia а que se encuentran еп dicho instante. 
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VARIACIONES CON RESPECTO AL TIEMPO 1САР. 11 


Sean 4, y B, las posiciones iniciales de los barcos, y 4, y B, las correspondientes As 


al cabo de 1 horas. Llamemos D a la distancia que los separa t horas después de ini- 
ciado el movimiento. 


a —(32— 1608 + (120: y 


16t 


ар _. 400: — 512 
cdi ер А, 


(a) Cuando t = 1, D = 20 у арја = —5,6, Se aproximan a razón де 5,6 min/h. a ND 
(b) Cuando г = 2, D = 24 y арја: = 12. Se separan a razón de 12 min/h. ifs 
(c) Dejarán de aproximarse cuando dD/dt = 0, e.d. cuando t = 512/400 = 1,28 h, E iet 
en cuyo momento D = 19,2 millas. : Bo В, 
Fig. 11-2 


Dos lados paralelos de un rectángulo se alargan a razón de 2 centímetros cada segundo, mientras que los otros 2, se 

acortan de manera que la figura resultante, en todo momento, es un rectángulo de área constante e igual a 50 centi- 

metros cuadrados. Calcular la variación en la unidad de tiempo del perímetro P cuando la longitud de los lados exten- 

ШЕ: es de (a) 5 centímetros (9) 10 centímetros. (c) Hallar las dimensiones del rectángulo cuando el perímetro deja 
e disminuir. 


Sea x = longitud de los lados que se alargan e у = longitud de los otros lados en el tiempo t. 


dP (ах , dy EXC dy ах _ 
(а) Cuando x = 5, у = 10 y ахја = 2. | 
ду dy dP rs 
Por tanto 5 е + 102) =0 ó ИТ -4, y enm 2(2 — 4) — —4 cm/s (disminuyendo). 
(b) Cuando x = 10, у = 5 y dxídt = 2. 
Por tanto 10 2. +502 = 0 6 s. --1, y 2 = 202 — 1) = 2 cm/s (aumentando). 


(c) El perímetro dejará de disminuir cuando dP/dt = 0, e.d., cuando dy/dt = —ахја = — 2.. 


Por tanto x(—2) + y(2) = 0, y el rectángulo es un cuadrado de lado x = у = 54/ 2 ст. 


Sea r el radio de una esfera en el instante t. Hallar dicho radio cuando su incremento en la unidad de tiempo es igual, 
numéricamente, al de la superficie. 


: 45 dr 
== 2 — 4 Кл 
Superficie de la esfera, S = 4лг?. dr 8nr dr 
dS dr dr dr l 1 
Cuando “di = "d ud = nr dr y el radio es r — т 


Un peso W está unido a una cuerda de 50 metros de longitud que pasa рог 
una polea P situada a una altura de 20 metros con respecto al suelo. El otro 
extremo de la cuerda, se encuentra unido à un' vehículo en el punto 4, 
situado a una altura de 2 metros como indica la Fig. 11-3. Sabiendo que el 
vehículo se mueve a una velocidad de 9 metros segundo, calcular la velocidad 
a la que se eleva el cuerpo cuando se halle a una altura de 6 metros. 


Sea x el espacio recorrido por el cuerpo e y la distancia horizontal hasta 
el punto А en el instante 7. 


Fig. 11-3 
dx ду _ EA 

Tenemos que calcular mE cuando pun дух=6. 

: dy 30+ х dx 

еа 2— 2 —— E L————. 0" AA 

Ahora bien, y? = (30 + х)? —(18? y di y dr 

Ж 2 =. Чу _ _ 30-6 ах dx 9 
Рага x = 6, y = 18/3 y - =9. Portanto, 9= Шз 5 de donde -7 = > V 3 m/s. 


Un foco de luz está situado a una altura de Н metros sobre la calle. Un objeto де A metros de altura se encuentra en 
el punto O justamente debajo del foco y se mueve en línea recta, a partir de esta posición inicial, a lo largo de la calle 
a una velocidad de у metros por segundo, Hallar la velocidad И del extremo де la sombra sobre la calle al cabo de 
t segundos. (Ver Fig. 11-4.) 
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п. 


12. 


13. 


14. 


15, 


16 


17. 


18. 


19. 


21. 


Al cabo de 1 segundos el objeto ha recorrido una distancia vf. Sea 


L 
y = distancia del extremo de 1а sombra a О, 
у—и ћ Ни dy Hv 1 
y H SUR не л ИК у ви H 
Por consiguiente, la velocidad del extremo de la sombra es propor- 
cional a la velocidad del objeto, y el factor de proporcionalidad depende 
de la relación А/Н. Cuando А — 0, V — у, mientras que si h > H, V au- О T 


menta mucho más rápidamente. |--- у —) 


Fig. 11-4 


Problemas propuestos 


Las dimensiones de un depósito paralelepipédico son en metros, 8 largo, 2 de ancho y 4 de profundidad, Se llena de 
agua a razón de 2 metros cübicos por minuto, hallar la variación de la altura del nivel, con respecto al tiempo, cuando 
la profundidad del agua es de 1 metro. Sol. 1/8 m/min. 


Un líquido penetra en un tanque cilíndrico vertical de 6 metros de radio a razón de 8 metros cübicos por minuto, 
Hallar la variación de la altura del nivel del agua con respecto al tiempo. Sol. 2/9n m/min. 


Un objeto de 5 metros de altura se encuentra justamente debajo de un foco de luz de la calle situado a 20 metros de 
altura. Suponiendo que el objeto se mueve a una velocidad de 4 metros por segundo, calcular: (a) la velocidad del 
extremo de la sombra, (5) la variación de la longitud de la sombra en la unidad de tiempo. 

Sol. (a) 16/3 m/s. (b) 4/3 m/s. 


Un globo se eleva desde un punto А de la tierra a una velocidad de 15 metros por segundo y su ascenso se observa 
desde otro punto B situado en la horizontal que pasa por А y a una distancia de este punto de 30 metros. Hallar la 
variación de la distancia del punto В al globo cuando la altura de éste es de 40 metros. Sol. 12 metros/segundo. 


Una escalera de 20 metros se apoya contra un edificio. Hallar (a) la velocidad a la que se mueve el extremo superior 
cuando el inferior se aleja del edificio a una velocidad de 2 metros por segundo y se encuentra a una distancia de él 
de 12 metros, (b) la velocidad a la que disminuye la pendiente. Sol. (a) 3/2 пуз., (b) 25/72 cada segundo. 


De un recipiente cónico de 3 metros de radio y 10 de profundidad sale agua a razón de 4 metros cübicos por minuto. 
Hallar la variación, con respecto al tiempo, de la altura de la superficie libre y del radio de ésta cuando la profundidad 
del agua es de 6 metros. Sol. 100/81л m/min, 10/271 m/min. 


Un barco, cuya cubierta está a una distancia de 10 metros por debajo de la superficie de un muelle, es arrastrado hacia 
éste por medio de un cable unido a la cubierta y que pasa por una argolla situada en el muelle. Sabiendo que cuando 
el barco se encuentra a una distancia del muelle de 24 metros, aproximándose con una velocidad de 3/4 metros por 
segundo, hallar la velocidad del extremo del cable. Sol. 9/13 m/s. 


Un muchacho lanza una cometa a una altura de 150 metros. Sabiendo que la cometa se aleja del muchacho a una velo- 
cidad de 20 metros por segundo, hallar la velocidad a la que suelta el hilo cuando la cometa se encuentra a una dis- 
tancia de 250 metros del muchacho. Sol. 16 m/s. 


Un tren que sale a las 11 horas de la тайапа se dirige hacia el este a una velocidad de 45 kilómetros por hora, mien- 
tras que otro, que sale al mediodía desde Ја misma estación, se dirige hacia el sur a una velocidad de 60 kilómetros por 


hora. Hallar la velocidad a que se separan ambos trenes a las tres de la tarde. Sol. 1504/ 2/2 km/h. 


Un foco de luz está situado en la cüspide de una torre de 80 metros de altura. Desde un punto situado a 20 metros del 
foco y a su misma altura, se deja caer una pelota. Suponiendo que ésta cae según la ley s = 16£?, hallar la velocidad 
a la que se mueve la sombra de la pelota sobre el suelo, un segundo después de empezar a caer. Sol. 200 m/s. 


Un barco А se encuentra a una distancia de 15 millas al este de un punto О, y se mueve hacia el oeste a una velocidad 
de 20 millas por hora. Otro barco B, a 60 millas de O, se mueve hacia el norte a una velocidad de 15 millas por hora. 
Determinar: (2) si los barcos se aproximan o se separan al cabo de 1 hora y a qué velocidad, (5) ídem al cabo de 3 horas, 
(с) е! momento en que están más próximos. 


Sol. (a) Aprox., 1154/82 millas/h; (5) Sep. 9 4/ 10/2 millas/h; (с) 1 h. 55 min. 


Un depósito cónico, de 8 metros de diámetro y 16 de profundidad, se llena de agua a razón de 10 metros cúbicos por 
minuto. Sabiendo que el depósito en cuestión tiene una fuga y que cuando la profundidad del agua es de 1 metro el 
nivel se eleva a razón de 1/3 metros por minuto, hallar la cantidad de agua que abandona el depósito en la unidad de 
tiempo. Sol. (10 — Зл) m*/min. 


Una solución llega a un depósito cilíndrico de 30 centímetros de diámetro después de haber pasado por un filtro cónico 
de 60 centímetros de profundidad y 40 de diámetro. Hallar la velocidad a la que se eleva la superficie libre de la solu- 
ción en el cilindro, sabiendo que cuando su profundidad en е1 filtro es de 30 centímetros, su nivel desciende a razón 
de 2,5 centímetros por minuto. Sol. 10/9 cm/min. 


Capitulo 12 


Derivada de las funciones trigonométricas 


MEDIDA EN RADIANES. Sea s la longitud de un arco AB corres- 
pondiente al ángulo AOB de una circunferencia de radio r, y S 
el área del sector AOB. (Si s corresponde a 1/360 de circunferen- 
cia, /АОВ= 1°; si 5 = г, / АОВ = 1 radián.) Suponiendo 
que / АОВ es de a grados, tendremos 


i 008 шат 

(i) з= 899 Y S 360 Y 

Supongamos ahora que / АОВ es de 0 radianes; en este caso, Fig. 12-1 
(ii) s=0 y S=j0r 


Comparando (i) con (ii) se aprecia, claramente, la enorme ventaja que representa la medida де un 
ángulo en radianes, 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Sea 0 un número real cual- 
quiera. Tracemos un ángulo cuya medida sea 0 radianes de for- 
ma que su vértice esté situado en el origen de un sistema carte- 
siano de coordenadas, siendo el eje x el origen de ángulos. 
Tomando un punto P (x, y) sobre el otro lado del ángulo, a una 
unidad de O, se verifica: sen 6 = y y cos 6 = x. El dominio de 
definición de sen 6 y de cos 6 es el conjunto де los números rea- 
les; el campo de variación de sen 0 es —1 <y x 1 y el de 
cos 0, —1 < x < 1. De las expresiones 


_ ѕеп 0 21-21 Fig. 12-2 
tag 0 = — у Да ен 


se deduce que el campo de variación de las funciones tag 0 y sec 0 es el conjunto de los números 


reales, mientras que el dominio de definición (cos 0 = 0) еѕ 0 == + 21-25 л,(п = 1, 2, 3,...). Se deja 


como ejercicio para el alumno la consideración, desde este punto de vista, de las funciones cot 0 
y csc 0. 
En el Problema 1 se demuestra que 
.  зепб 
lim 


9-0 6 


= 1 


(Si el ángulo se mide en grados, este límite vale 2/180. Por esta razón se utiliza la medida en radianes, 
en los cálculos.) 


REGLAS DE DERIVACION. Sea и una función derivable de x; en estas condiciones, 


d du d 2. du 
14, qe Gen) = cos и e 17. qe (ot) = — све из 

а ди а du 
15. di (cos u) = — sen и d 18. qu и) —secutag dx 

d ou di d M du 
16. пр (ag u) = sec ист 19. qe (98 ) = — esc исо! и E 


(Ver Problemas 2-23). 
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Problemas resueltos 


1, Demostrar que: lim ега У ak 
Io 0 
Como кабу ЗП у , consideraremos solamente lim еп @_ 
—@ 0 6504 0 


En la Fig. 12-3, sea 6 = / АОВ un ángulo en el centro, positivo y pe- 
quefio, de radio ОА = 1. Llamando C al pie de la perpendicular trazada 


desde B a OA y D la intersección de OB con un arco de radio OC, tendremos, OC = cos 0, СВ = sen 8 
sector COD < ACOB < sector АОВ 
con lo que 10 соз 0 < фзел 0соѕ0 < 40 Fig. 12-3 


Dividiendo рог 40 cos 0 > 0, tenemos 


sen 0 1 
< — хомс 
costis 8 со$ 0 


Si 0— 0*; se tendrá cos 0— 1, ЕЕ РЕС y 1 < lim шан x 1; де допде, lim шид =], 
cos 0 00+ Ө б->о+ 


2. Derivar 4. (зеп и) = соѕ и n siendo и una función derivable de x. 


dx » 
Sea y = ли 
tendremos p L dy m соп (и L Ли) 
Ду = sen (и + Ди) — sen u = 2 cos (и + $du) sen j 4u 
Лу _ sen 11: 
Aa = Cos (и + +4и) ШЕРГЕ 
ANITA A Дуб ү. Ор 36814и _ 
p^ EP EU cos (и + 34u) Jum e qs = cosu 
y derivando la función de función, 
| 4( M бып нү ш б 
ECC NA NM cm dx 
d d d du du du 
3. q (8084) q [sen ($z — и)] = di [sen (ёл — и)] ac — cos (ёл — и) аў = 7%: ge 
а send COS и * COS u 96 —sen и — sen u "i 1 du du 
4 та бави) = 25 (аи) = cos! и 7 cosa ду 7 MOM ду 
Hallar la primera derivada de las funciones de los Problemas 5-12. 
` d d 
5, y= sen 3x + cos 2x. = cos 3x ЧЕ (3x) — sen 2x ze (2x) = 3 cos 3x — 2 sen 2x 


6. у = tag x*, y! = sec? xi £ (x?) = 2x sec? х? 
d 
7. y= tag? x = (tag x)’. y'—2tagx de (atg x) — 2 tag x sec* x 
8$. y —cot(1 —2x?). y! = — све: (1 — 2x?) £ (1 — 2x?) = 4x csc? (1 — 2x?) 
9. y = кс? үх = sec? хи, 


d d 3 
Жы 2 „1/2 1/2) — 2 112. 1/2 эв. 1/9) — 3 ta х 
у' = З5ес:х P (sec 112) = 3 sec? xY? · sec хи? tag x d (x EVE sec? АХ g Vx 


10. € = y csc 20 = (csc 20): :, 
о’ = $(сс 20) (сво 20) = —Hosc 20)-!!* - csc 20 cot 20 • 2 = —y esc 20 · cot 20 
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11. f(x) = х sen x. f'G) = хе (sen х) + sen x 4L (3) = xt cos x + 2x sen x 
d d 
x —_ (соз х) — cosx (x) _ 
с лә cox 


Hallar las derivadas indicadas еп los Problemas 13-16. 


13. у = хбепх; у ''. у = хсСО5 х + 5епх 
y” = х(— sen x) + cos x + cos x = —xsen x + 2 cosx 
y''" = —xcosx — sen x — 2 sen х = —x cos x —3senx 


14. у = tag? (3x — 2); y”. 
у“ = 2 tag (3x — 2) sec? (3x — 2) · 3 = 6 tag (Зх — 2) sec? (3х — 2) 
y'' = 6[tag (3x — 2) * 2 sec (3x — 2) · sec (3x — 2) tag (3x — 2) * 3 + sect (3x — 2) seç? (3x — 2) * 3] 
= 36 tag? (3x — 2) sect (3x — 2) + 18 sect (3x — 2) 


cos (x + ») 


15. у=зеп(х+у;у. усо РОО Узр 


16. sen y + cos x = 1; y”. 
608 y * y” — sen x — 0 е y” = (sen x)/(cos y) 


y" = cos y cos x — sen х (— sen y): y' _ cosxcos y | sen x sen y * y” 
cos? y FA cos? y 


_ COS x COS y + Sen x sen у (sen x)/(cos y) _ cos x cos! y + sen? x sen у 
cos? y = cos! y 


17. Hallar f '(1/3), f ''(1/3), /'' (23), en la función f(x) = sen x cos 3x. 
FO) = —3senxsen 3x + cos 3x cos x 
— (cos 3x cos x — sen 3x sen x) — 2 sen x sen 3x 
= cos 4x — 2 sen x sen 3x. f'(1/3) = —+— 23120) = —4 
f' (x) = —Asen 4x — 2(3 sen x cos 3x + sen 3x cos x) 
= —4 sen 4x — 2(sen x cos 3x + sen 3x cos x) — 4 sen x cos 3x 
= —6 sen 4x — 4f(x). L ED = —6С—\/3/2) —4 VIDA) = 543 
f(x) = —24 cos 4x — 4f"(x). £ (71) = —24—%) — MY = 14 
18. Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas 
(1) y = sen! x y (2) y = cos 2х, en el intervalo 0 < x < 2л. 
(a) De la ecuación 2 sen? x = cos 2х = 1 — 2 sen! x, se 


obtiene л/6, 5л/6, 7л/6 y 11л/6, que son las abscisas 
de los puntos de intersección pedidos. 


(b) у' =4senxcos x en (1), e 
y” = —2 ѕеп 2x en (2). 
En el punto z/6, т = Y 3 y m = —М 3. 
(с) tagó = MEM -—M 3; el ángulo agudo de in- 


tersección es de 60”. Еп los demás puntos los ángulos 
de intersección también son de 60*. 
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` 39. Un terreno rectangular está limitado por dos caminos M y N, y B 

en uno de sus vértices P se encuentra el extremo de un pequeño 
lago. Sabiendo que la distancia de P a los caminos M y N es de 
108 y 256 metros, respectivamente, hallar la longitud de la trayec- 
toria más corta por la que se puede ir de un camino al otro cru- 
zando el terreno y pasando por el extremo del lago. 


Sea 5 la longitud de la trayectoria buscada y 6 el ángulo que 
forma con el camino M. 


Camino N 


5 = AP + PB = 108 csc Ó + 256 sec 0 


&а40 = —108 csc 0 cot 0 + 256 sec 0 tag 0 


_ —108 cos? 0 + 256 sen? 6 
n sen? 0 cost 0 Fig. 12-5 


Camino M 


De —108 cos? 0 + 256 sen? 0 = 0, tag? 0 = 27/64 y el valor crítico es 0 = arc tag 3/4. 
Рог tanto, s = 108 csc 0 + 256 sec 0. = 108(5/3) + 256(5/4) = 500 m. 


20 


Estudiar la función у = f(x) = 4senx — 3 cos x en el inter- 
valo (0, 2л]. 


Cuando x = 0, у = /(0) = 4(0) — 31) = —3. 


FG) — 4 ten x — 3 доз x. Do la ecuación f(a) — 0, reaultà 


far x т 3/4. von lo auo los puntos do intorsccción von cl оо x 
son x = 0,64 radianes y x =n + 0,64 = 3,78 radianes. 


FO) = 4 с08 х + 3sen x. Dela ecuación / (x) = 0, se deduce 
tag x = —4/3, con lo que los valores críticos son x = л — 0,93 
= 2,21 y x = 2л — 0,93 = 5,35. 


ГО) = —4 sen x + 3 cos x. De la ecuación f''(x) = 0, зе de- 
duce tag x = 3/4, con lo que los valores críticos son x = л — 0,93 
=2,21 y x =x + 0,64 = 3,78 


Fig. 12-6 


f (x) = —4 cos x — 3 sen x. 


(а) Para х = 2,21, sen x = 4/5 y cos x = —3/5; f''(x) < 0 y, por tanto, en x = 2,21 hay un mínimo relativo e igual 
а 5. En x = 5,35, se tiene un mínimo relativo igual a —5. 


(b) f'''(0,64)  O y /f'''(3,78) = 0. Los puntos de inflexión son (0,64; 0) y (3,78; 0). 


(с) La curva es cóncava desde х = 0 a х = 0,64; convexa desde x = 0,64 а 3,78, y cóncava desde x = 3,78 a 2л. 


21. Cuatro barras de longitudes a, b, с, d están articuladas formando un cuadrilátero. 
Demostrar que el área 4 es máxima cuando los ángulos opuestos son suplementarios. 


Sea 0 el ángulo formado por las barras de longitudes а y 5, ф el ángulo opuesto 
y h la longitud de la diagonal opuesta a dicho ángulo. 


Hemos de calcular el máximo de la función. 


Fig. 12-7 
(I) А = jab sen 0 + фса sen ф con la condición 
(2 № = at + bt — 2аЬ cos 0 = ct + d* — 2ed cos $. Derivando con respecto а 0: 
d 
(15) Я — dab cos 6 + fed cos $ = 0 y (25 ab sen 0 = cd sen $FE- 
Despejando 44/40 en (2^) y sustituyendo еп (1), resulta, 
ab sen 6 нэ 
ab cos 0 + cd cos ф — —— cdsen 4 =0 © sen ф cos @ + cos ф sen 0 = sen ($ +8) = 0 


de donde ф + 0 = 0 ó л, con lo que queda demostradó ptescindiendo де la primera solución, 


» 
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22. 


Б 


Ё 


. Deducir la fórmula 17 de derivación utilizando las relaciones (а) cot и = 
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El piloto de un bombardero, que vuela a 2 kilómetros de altura y a una velocidad de 
240 kilómetros por hora, observa un blanco terrestre hacia el que se dirige. Calcular 
la velocidad a 1а que debe girar el instrumento óptico cuando el ángulo entre la ruta 
del avión y la línea de mira es de 30°. 


A = —240 km/h, 0 —30, y x —2cot 0. 
dx _ ПР а ад 40 _ E, 
aT —2 csc? 0 ЭГ о sea —240 = —2(4) ж УЛ ш = 30 гадћ = 27 grados/s. 


Un rayo de luz parte de un punto P y se propaga por el aire a una velocidad v, 
incidiendo sobre un punto О de una superficie de agua situada a unidades de 
longitud por debajo de P. Sabiendo que en el interior del agua se propaga a 
una velocidad v, y que pasa por otro punto Q a una distancia de b unidades 
de la superficie, demostrar que el paso de luz de P a Q se verifica de la manera 


sen 0, V o. e В 
єй 5; гэ siendo 6, y 6, los ángulos de incidencia y 


refracción con la normal a la superficie. 


Sea t el tiempo que emplea la luzen ir de P a О y c la distancia de Aa B; 
en estas condiciones, 


más rápida cuando 


а вес б, p b sec 8, 
Y Уг 


у с= atag 0, + b tag 6 


{== 


Derivando con respecto а 0,, 


di _ asecO,tag0, + btag0,sec0, 40, 
40, o Y Vs dé, 


ares : 4, авс", : : 
De la última ecuación, 0, "hero Para que r sea mínimo se precisa que 


d wn Ya ^ bsect 0, 


de donde se obtiene la relación рефда. 


Problemas propuestos 


x-^9 sen bx x sen? 3x 


Sol. (a) 2, (b) ajb, (c) 8/9, (d) О. 


COS и 
sen 


mo las fórmulas de derivación 18 y 19. 


Hallar las derivadas dy/dx o dp/d0 еп los Problemas 26-45. 


26. y — 3sen 2x Sol. 6 cos 2x 

27. у = 4 cos іх Sol. —2 sen ix 

28. y — 4 tag 5x Sol. 20 sec* 5х 

29. у = { cot 8x Sol. —2 csc? 8x 
30. y — 9 sec ix Sol. 3 sec 4x tag іх 


31. y = + csc 4x Sol. у = —csc 4x cot 4x ` 


y 0 = азес? 06; + bsec! 0, * 29 


dt = a secó, tag б, "e b sec 0, tag 6; Paca) -o 


~ y (b) cot и = = 


[САР. 12 


240 km/h 


Fig. 12-8 


Fig. 12-9 


49, 


з mx 
НА ин =ч == zu Ie. (Бу mg Т Again ccn li, 
жа х 2х z>0 #0 zx. х 


ПГ 


2 — Deducir asimis- 
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32. y = sen x —x cos x + х? + 4x + 3 Sol. x sen x + 2x +4 
33. о = Y sen б Sol. (cos 0)/(2*/ sen 8) 
34. у = sen 2/х Sol. (—2 cos 2/x)/x* 
35. y = cos (1 — x?) Sol. 2x sen (1 — x?) 
36. у = cos (1 — х)? Sol. у = 21 — x) sen (1 — х)? 
37. у = sen? (3x — 2) Sol. 3 sen (6x — 4) 
38. y = sen! (2x — 3) Sol, — (cos (6x — 9) — cos (2x — 3) 
39. у = 4 tag x sen 2x Sol, sen 2x 

v 1 —3 sec 20 tag 20 
40. 2 = соб — туп Sol. — (вес 20 — Туча 

_ tag20 sect 20 — 4 csc 40 
eS 1 — cot 20 Зо? (1 — cot 20): 
42. у = x* sen x + 2x cos x — 2 sen x Sol. xt cos х 
43. sen y — cos 2x Sol. — DEI 

COS y 
2 sec* 2x 
44. cos 3y = tag 2x Sol. — “Жаап Зу 
T cos y — cos (x + y) 

45. x cos y = sen (x + у) Sol. PIC IE 
46. Si x = A sen kt + B cos kr, siendo A,B,k constantes, demostrar que T --ху а = (—1)"k"x. 
47. Demostrar: (a) y'' + 4y = O siendo у = 3 sen x + 3), (D y” + y” + у + у = 0 siendo у = sen х + 2c0s x. 


48. 


49. 


50. 


51. 


Estudiar las funciones siguientes еп el intervalo 0 < х < 2л: 


(а) у = $ sen 2х (с) y 2x—2senx (e) у = 4 costx — 3 cos x 
(b) y = cos? x — cos x (d) y = sen x (1 + cos x) 


Sol. (а) Max. en x = 7/4, 51/4; min. en x = 37/4, 71/4; P.1. en x = 0, л/2, л, 3л/2 
(b Max. en x = 0, л; min. en x = л/3, 572/3; P.I. en x = 32°32’, 126/23', 233737”, 327728” 
(с) Max. en x = 5л/3; min, en x = 2/3; P. D. en x = 0,2 
(d) Max. en x = 2/3; min en x = 51/3; Р.І. en x = 0, л, 104729”, 255231” 
(e) Мах. en x = 0, 27/3, 41/3; min. en x = л/3, л, 57/3; P.I. en x = z/2, 31/2, л/6, 5л/6, 7л/6, 11/726 


Sabiendo que e] ángulo de elevación del sol es de 45? y que va disminuyendo a razón de 1 radianes por hora, hallar la 
velocidad a que se desplaza la sombra de una torre de 50 metros de altura sobre la tierra. Sol. 25 mjh. 


Un cometa, a una altura de 120 metros sobre la tierra, se mueve horizontalmente a una velocidad de 10 metros por 
segundo. Hallar la velocidad a la que disminuye el ángulo de inclinación del hilo con la horizontal cuando la longitud 
de éste sea de 240 metros. Sol. 1/48 rad/s. 


La luz de un foco situado a una distancia de 3 600 metros de una costa rectilínea gira a una velocidad de 47 radianes 
por minuto, Hallar la velocidad a la que se desplaza un rayo de luz sobre la costa (a) en el punto más próximo, (5) en 
un punto situado a 4 800 metros del punto más próximo. Sol. (a) 2402 m/s, (b) 2 0007/3 m/s. 


. Las longitudes de dos lados de un triángulo son 15 y 20 metros. Hallar (a) la velocidad de variación del tercer lado cuando 


el ángulo formado por los otros dos es de 60° y aumenta a razón de 2? por segundo (Б) la velocidad a la que aumenta 
el área, Sol. (а) x/4/ 39 m/s, (b) in m?/s. 


Саришо 13 


Derivada de las funciones trigonométricas inversas 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. La función inversa de x — sen y es y — arc sen x 
(o bien, ѕеп-іх). El dominio de definición del arc sen x es —1 < x < 1, es decir, el campo de va- 
riación de y; el campo de variación de arc sen x es el conjunto de los números reales, es decir el 
dominio de la definición de sen y. El dominio de definición y el campo de variación de las restantes 
funciones trigonométricas inversas se establece de forma análoga. 


Las funciones trigonométricas inversas son multiformes. Con objeto de evitar confusiones de re- 
ferirnos a una determinada parte de estas funciones, se define para cada una de ellas un arco Па- 


mado rama principal. En los gráficos que figuran a continuación la rama principal se representa 
con un trazo más grueso. 


y 


y = arc sen x y = arc cos x y = arc tag x 
Fig. 13-1 
Función Rama Principai 
— arc sen x — а S y S ix 
y — arc cos x 0syzm 
y = arc tag x — < у < ӱл 
= arc cot x 0с-у«л 
у = агс зес х —лҗу<—$л, 0sycix 
у = arc esc x —n«ys-—m0-cysin 


REGLAS DE DERIVACION. Sea и una función derivable de x; entonces 


d 1 ди а 1 du 
20. d (arc sen u) = 1 x d 23. "e (arc cot u) = — EE dx 

d 1 ди а 1 du 
21. SS ms di 24. Раја ас ЫЕ ж Яс 

а 1 du d 1 du 
22. T (arc tag u) = PES d 25. Tx (arc С е и) = — блек dx 
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САР. 13] 


1. 


Derivar: (а) са (arc sen и) = 


Problemas resueltos 
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E АЕ ви (5) KS (arc sec u) — m ж Би 
i-i dx? dx uM ib] dx 
(a) Sea y = arc sen и, siendo и una función derivable de x. Tendremos и = sen y y 
du dy 4 Фу 
KE E беп у) = ду Gen) Z = cosy Z ж berg аг 


rn 


1 du 


1 2 = ду 
tomamos el signo positivo porque cos y > 0 en el intervalo — їл < y < $n. Por tanto, — = ———— =. 
dx «i—i dx 


(b) Sea y = arc sec u, siendo u una función derivable de x. Tendremos u = sec y y 


du 


_ 4 ду _ dy 
= = j 600) др = cy аву RE 


vi 


dy 


tomamos el signo positivo porque tag у > 0 en los intervalos 0 < у < јлу —л x y < — фл. Por tanto, 


Hallar la primera derivada en los problemas 2-9. 


2. 


|| 


y 


Y = arc cos x* 


ч 
1 


f(x) = arc cot 


аге зеп (22 — 3) 


атс tag 3x* 


з de 
14 (122 
1-2 


fa) = хүус-25- a arc sen 


fl) = z*4(a-—a2)"^(-2x) + (at r) + a 


у = z are ese} + у1— 2 


ч 
| 
&|- 
р 
~“ 
в 


y'senz + у 


—1 
х 
LENES 
z 37 
b 


= атс tal x 


y'(2y sen x + 1) = 


dz JA 8) = УЗх-2 2-2 

ду _ " 1 d ба 2x 

dr dmi T туа 

dy _ 1 = 0x 

de ^ 1-4 (825) 2, 929) TF 92% 

x) TT 1 .ü-z)-ü-2z(D _ __1 

=g] 1+х\? -xf 1+ 

1+ (35) 

— ШЕП). = 2Va! — 2. 
У1— (ај 9 


1 


1+ 2* 


2yy'sen ж + у сози + у 


- y cos х y 


1 


ub ai bugro a 


y 


, 


вес! x 
а? + ob tay х 


4 {1 1,4 азэл(- = 1 
19 + arecse- 45 09 + 41-02) ""(–2у) = arc све >; 


3 
a „b 28709 


1 
a? cos! z + b!sen*z 


me 
1+ 2: 
1 — (1+ zy! cos x 


(1 + х?)(2у seng + 1) 
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10. En un terreno circular hay un foco de luz L situado como indica la figura. Un B 
objeto parte de B y se mueve hacia el centro О a una velocidad de 10 metros por Р, 
segundo. Hallar la velocidad de su sombra sobre la circunferencia cuando el 
objeto se encuentra en el punto medio de ВО. 

2221 


Sea х (metros) la distancia де P a B en el instante /, llamando г al radio del 
círculo, 6 el ángulo OLP у s el arco interceptado por 6, tendremos L 


s = r(20), y 8 = arc tag OP/LO = arc tag (r — x)/r. 


d T Eci карр ue E ddr -28 ёх 
d "do 14 Kr — xyr? r] dt A—2x +2? 4 

. 13- 
Cuando x = ir y dx/dt = 10, será ds/dt = —16 m/s. Fig : 


La sombra se mueve a una velocidad de 16 m/s. 


11. La arista inferior de un cartel de 12 metros de altura, está situado a 6 metros por encima de los ojos 
de un observador. Suponiendo que la visión más favorable se obtiene cuando el ángulo subtendido 
por el cartel y los ojos es máximo, calcular la distancia de la pared a la que se debe situar el ob- 
servador. 

Sea 0 el ángulo subtendido y x la distancia a la pared. De la Fig. 13-3, se deduce tag (0 + 4) 
== 18/х, tag ф = бїх у 


2 _ tag(0--4)-—tagó 18/х — б/х = 12х 
гар = tag {0 + 90—90) — T Lui + да Т ОВА) — x 108 A 
z 
H 12x 049. 120—х*+ 108) 
0 = arc tag зж i 108 y dx 7 XC 36» + 11.664" El valor crítico es Fig. 13-3 


x = 64/3 = 10,4. El observador se debe situar a una distancia de 10,4 m de la pared. 


Problemas propuestos 
12. Deducir las fórmulas de derivación 21, 22, 23 y 25. 


Hallar dy/dx en 105 Problemas 13-20. 
3 2 


1 
13. y — arc sen 3x Sol. ———— 17. у = x*arccos2/x Sol, 2x |агс cos — 
V1-—9x! | х Б Vx — 4 
14. у = агссоѕ іх Sol. C MR 18. y = = — — arc sen = 501. peace) 
M4 — ха Aat! — х? a (a* — xau 
15. y = arc tag 3/x Sol. + 19. y = (x —a) y Зах — x’ + а? arc sen Хог Sol. 2ү2ах — x! 
M 2 
16, y = arcsen (x — 1) Sol. за Мика 20. y ЕМ =» + Li Sol. uu ee 
2x — a? x 2 2 xy x? —4 


21. En la vertical del centro de un terreno circular de 30 metros de radio se quiere situar un foco de luz a una altura tal 
que la iluminación en el perímetro sea máxima, Sabiendo que la intensidad en un punto cualquiera del contorno es di- 
rectamente proporcional al coseno del ángulo de incidencia (ángulo entre el rayo luminoso y la vertical) e inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia al foco, hallar la altura que debe tener este. 


Ind: Sea x la altura, y la distancia del foco a un punto de la circunferencia exterior y 0 е1 ángulo de incidencia, 


cos 0 kx 


Cu iE am Sol. 154/ 2 metros. 


Tendremos 1 = k 


22. Dos barcos parten de un mismo punto А, uno se dirige hacia el Sur a una velocidad de 15 millas por hora y el otro 
hacia el Este a una velocidad de 25 millas por hora, durante 1 hora, volviendo después hacia el Norte. Hallar la velocidad 
de rotación de la línea que los une al cabo de 3 horas de iniciado el movimiento. Sol. 20/193 rad/h. 


Capitulo 14 


Derivada de las Funciones Exponenciales у Logarítmicas 
NUMERO е = lim ( + 5| == lim (1 + К) 
k++ h £-0 


1 
2! 


E 


1 
7 ар 777 271828... 


= 1+1+— + 


(Ver Problema 1.) 


NOTACION. 5 а> 0 уа 51, у ѕі а = x, entonces y = log, x. 
y = loge x = In х y = log, x = log х 


El dominio de definición es х > 0; el intervalo de variación es el conjunto де los nümeros reales. 


У y у 
* 
о 1 
1 1 
2 
о о х 
у 7lnz у = е“ у= е“ 
Fig. 14-1 


REGLAS DE DERIVACION. Si u es una función derivable de x, 
26. Z (og, i) == L loge =, (а> 0, а 1) 28. = (а) = а“ па 5, (а> 0) 
ди ди | 


а 1 С ДРИНЕ 
27. TOATE 29, gose di 


(Ver Problemas 2-17.) 


DERIVADA LOGARITMICA. Cuando una función derivable, y — f(x), es un producto de factores, el 
proceso de derivación se simplifica tomando previamente logaritmos neperianos, o lo que es igual, 
aplicando la fórmula 


d d 
30, 20) my q MM» 
(Ver Problemas 18-19.) 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar que: 2 « lim ( + 7) < 3. 


> +0) 


Desarrollando por el binomio de Newton, siendo » un número entero positivo, 


17 1) nie — Dn — 2) 
с сз eG) | 


нра 2..1 
БЕ ЕТТТ тсе 31 j 


EE 
+(1-ЕХ е ue 


" : | : : 1 2 
Evidentemente, para cualquier valor de n > 1, ( t 1 > 2. También, si en (i) cada diferencia ( 1-- т}, | — 2) 
. $e sustituye por un nümero mayor 1, tendremos 


тү! 14:21 1 
(1+1) < 2 + > po TY 
1 1 1 1 
< 2+ > + p 23 БЯ 28-1 (ya que < 28-1 
<3 (oque ee a a АЕ ИЕ 
puesto que -, » + эз ji 


Por tanto, 2< ( + z) x3. 


Si n— со tomando valores positivos enteros; tendremos 


1 2 1 
le 1, DA асу у (1- X ? ey ki DET 


Esto conducea lim (141) = 14144-44-.- = 2,71828. 
“= ho n 2! ! ++ 
; а 1 ди а 1 du 
2. = а = ае —— T TN 
Гев dz (oie u E “dz Y de 6 и іх 


Sea у — log, и, Siendo u una función derivable de x. Tendremos 


y + Ау = log. (и + Au) 
Ay = loga(u + ди) — logau = Лора Е tau = tog. ( 1+ == 
Ay Au 1 u Au 1 Ам үлд" 
= = — Тора 2222 = =, нэн == а isi 
Au 4 ag (1. 58) u Au (1+) Lig (1 2 


dy _ 1l, Ан “a Tun! Я ли`\“^* 20231 
dum y lim, log (1 + ы) = q Јова ди (1 ст = y 1980 € 


: : : 4 4 du 1 ди 
Asi pues, derivando como función de tinción P» (log, и) = p (log, и) po log, e de 


Cuando а = e, Іор, е = log,e— | y 2000 = 4.28. 
а 6. 
3. у = Лор, (37: — 5) ду = zag loge 152 (3x*—5) = Sp og 10886 
2 
4. y = п(2+83) = 21n(z4 3) w = 2H: e+3 = E 
5. y = In(r43) 
3 
y = 21п(= +3) • јр 2 21п (= +3) 


+3 


САР. 14] DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 
6. y = па +3 = In(2*+2) + In (2? +3) 
AE ET GEN MP _ 825 2x 
yt ona ur аза ас) PFT +З 
4 
7. ја) le = аб — lIn(38z—4) = 41пх — 21n(3z— 4) 
И 14 1 4 CET 6 
f c oe EU ысул тый c ште 
8. у = Insen 3x еа Е-е оде ра 
ѕеп 3х 4х ѕеп 3, 
9 у = а(х + У1 + 27) 
T 14+4(1+2%) 0 (2х) —01-4züciDU (xt _ 1 


+ (144) z FOE (cra 6 


ди 


ди 
ч —— — 
a Ina =. dx 


10, Deducir + (а) = y A (en = е“ 


Sea у = а“, siendo и una función derivable де x. Tendremos In y = u ln a, 


d = 14у _ du dy _ du Lm E 
dz (Iny) = jd Ina Tz’ d y lna == о d la") = 
Cuando a = e, In a = In e = 1, con lo cual LA A 
d dx dx 
П. y = ev y = e Ag; C39 = —je 
12. у = е" y = e? E (әз) = 2Lxe” 
j dx 
13. у = аза y = alna’ Н (359) =  6хаё Ina 
M. y = rF y = xi A (gs) T9 424 = #'3°108 + 32x = 
ах ах 
(e** + e70) L (es ж, e 7) =, (e** — е-=) L (ем + e^?) 
15 _ 9 — е9 E dz ‚ de 
D е + ет ИЕ (е + ет) 
_ (e** + е7 )[a(e** + e=] — (0% — е) [а (е — є-°=)у] 
эс (е + ео) 
X (EA) il Ctd Ml a) _. 4a 
Ы (e= + g70=)! T (е + grep 


16. Hallar у“, en la función y = ёгт In x. 


d d es? 
, 22 Зэ == = AE = a 
y = е 42090 5 теше ) ATE e^? lnzx y 
ж-—(е-*) — e77 (x) E d 
dx dx ge *—26* e зүс 34 
у" = = -y = з xz + е*1пх = 


17. Hallar y'', en la función у = e-** sen 3х. 


yo mue СА (ѕеп 3х) + ѕеп 3х 4 (e-*) 


d d 
PA —22 —$, ГА 
y” = 3e ux (cos 3x) + 3 cos 3x us (e) — 2y 


—9е -** sen 3x — 6e-** cos 3x — 2(3e7* cos 3x — 227 sen 3x) 


= —e£ "(12 cos 3x + 5sen 3х) 


У1 + х? 


zà'(r In 3 + 2) 


3e-** cos 3x — 2e-** sen 3х = 3e- cos 3x — 2y 
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Hallar la primera derivada aplicando la derivación logarítmica. 


18. y = (+2 (1-a?) lny = ln(x? + 2) (1 — х) = 3in(z? +2) + 41n(1— 2°) 
б d 2 ИРЖ - 2 30230 бх Ш 1247 
у' = y ат (3 (х 42)-41)(1-29)| = (а + 2) (1 27) i32 БЭР", 


6x(x* + 2): (1 — 22) (1 — 4x — 3x?) 


— qp2y2 
19. y = ANA Iny = lng + 24n (1— х) — 4 In (1 + 2”) 
, __ ха—2')|1 4x __т _ (ü-zy  4zü-z) _ (l-ar) 
= (1 + xi) r 1 — x? 1 + х? m (1 + g?) (1 + 2)!" (1 + gis 
(1— 52? — 4x*)(1 — x*) 
(144283 
20. Hallar (a) los máximos y mínimos relativos y (b) los puntos de inflexión 
de la curva у = f(x) = xte". У 
fix) = 2xe + r'e = хе(2 + х) 
f'(r) = 2e + Ахе + x'e = e(2 + 4х + a?) z 
f'(x) = бе + бхе + x'e = е:(6 + 62 + х?) -2-ү2 -2 -2+у2 
(a) Resolviendo f'(x) = 0 obtenemos los valores críticos x = 0 y x = —2. . 
Fig. 14-2 


f'' (0) > 0 y (0, 0) es un mínimo relativo. 
f''(—2) < 0 у (—2, 4/e*) es un máximo relativo. 


(b) Resolviendo f''(x) = 0 obtenemos los posibles puntos de inflexión en x = —2 + y 2. 
2 — У 2) = 0 y f" (—2 + М 2) # 0; los puntos x = —2 + У 2 son puntos de inflexión. 


21. Estudiar la curva de probabilidades у = ae-*'**, a > 0, 


(a) La curva está situada por encima del eje x, puesto que е! > 0 para 
todos los valores de x. Cuando x > + co, y — 0, con lo que el eje x 
es una asintota horizontal. 


(b) у' = —2ab'xe-"? e y” = 2ab(2b*x* — lje- z 


—y2/28 O| y2/2b 
Cuando y’ = 0, x = 0; y cuando х = 0, у'' < 0, El punto (0, a) 
es un máximo de la curva. А 
Fig. 14-3 


(e) Cuando y” = 0, 28x! —1—0, y х= Жү 2/2b son posibles puntos de inflexión. 


v2 v2 


ET 0 2b. 
у'> 0 у'<0 у"> 0 
cóncava convexa cóncava 


Los puntos (+ V/2/2b, ae—"3) son puntos de inflexión. 
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22. La constante de equilibrio K de una reacción química, varía con la temperatura absoluta T según la ley 
K = K,eiat-T)/ToT, siendo Ko, q y T, constantes. Hallar la variación de К por grado de variación de T expresando 
el resultado en tantos por ciento. 


n с е : 1 dK din K 
El tanto por ciento de la variación de K por grado de variación de T viene dado por e (A 


K dT dT 


T—T, ада К) q 504 , 
2 - я 


Por tanto In К = In К, — 54 ТТ У ar а 


23. Estudiar la función de las vibraciones forzadas у = f(t) = e-+ sen 27t. 


(а) Cuando г = 0, y = 0. La intersección con el eje y es 0. 


Cuando y = 0, sen 211 = 0 yt =..., —}, —1, C06, b 1,3, .. 
Estos son los puntos de intersección con el eje /. 


(b Cuando г = ..., —1, —}, {, +, ..., ѕеп 2л = l y у = е-и, 
Cuando t = ..., —{, —}, {, d. sen Zat = —1 y y = —ete, 


La función dada oscila entre las dos curvas у = e Uy e у = —e 1, Fig. 14-4 
siendo tangente a ellas en los puntos mencionados. 


(c) y! =/'() = e Y (2n cos 2nt — { sen 27r) 
y = 2 = e ((4 — 4л?) sen 2nt — 27 cos 2лг} 


Cuando у’ = 0, 2л cos 2л{ — $ sen 2л; = 0, esto es, tag 271 = 4л. 


Si 1 = # = 0,237 es el ángulo positivo más pequeño que satisface esta relación, tendremos que 1 = ..,£— 1 
£—Y,£— 34,6,  - ЋЕ + 1,.. son los valores críticos, 
2 " п + 1 Й ` А p n+2 Es 
Para п =0,1,2,...,f "(E + фи) y f le E | tienen signo contrario y f'(£ + фп) УЛ + 5 | tienen 


el mismo signo; por tanto, los valores críticos dan lugar, alternativamente, a máximos y mínimos de la 
función. Estos puntos están situados ligeramente a la izquierda de los puntos de contacto con las curvas 
y = e e y = —e-, 


2л 8л 


(d) Cuando у“ = 0, tag 271 = {4л 1 16m 


Si? = y = 0,475 es el menor ángulo positivo que satisface esta relación, tendremos, 1 = ..., 7 — 1, 7 — $, 
7, 2) +4, 9 + 1, ... son los posibles puntos de inflexión, Estos puntos, situados ligeramente a la izquierda де los 
puntos de intersección de la curva con el eje x, son puntos de inflexión. 


24. En Ја ecuación 5 = ce-"' sen(kt + 0) del movimiento de vibración amortiguado y en la que c, b, k y 0 son constantes, 
demostrar que а = —2by — (k* + b?)s. 


y = ds[dt = сее [—b sen (kt + 0) + k cos (kt + 0)] 


а = йу] = сет [(b* — К?) sen (kt + 0) — 2bk cos (kt + 0)] 
ce-** [—2b(—b sen (kt + 8) + k cos (kt + 0) — (k? + b?) sen (kt + 6)] 
—2bvy — (k? + b$)s 


| 
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Problemas propuestos 


Hallar dy/dx en los Problemas 25-35. 


25. у = In (4x — 5) Sol. 4/(Ax — 5) 31. у = In (In tag x) Sol. 2/(sen 2x In tag x) 
26. у = Іа уз— д? Sol. x/(x* — 3) 32. у = (In xt)/x* Sol. (2 — 41а x)/x* 
27. у = 1а 3х Sol. Six 33. у = {хах —3) 501. x*inx 


28. у = Іа (2! + х — 1)? Sol. (6х + /(x* + x — 1) 34. у = x (sen In x — cos In x) Sol. 2 sen In х 
29. y = x-Inx —x Sol. In x 35. у = x In (4 + х?) + 4 arc tag ёх — 2x 


Sol. In (4 + x*) 
30. у = In (sec x + tag x) Sol. sec x 


36. Hallar la ecuación de la tangente a la curva y = In x en uno де sus puntos (xo, у). Deducir un procedimiento para 
trazar la tangente a la curva utilizando 1а intersección con el eje y. 


37. Estudiar la función: y — x* In x. Sol. Min. en x = 1 e, P.I. en x = 1/e*%2, 


38. Demostrar que el ángulo de intersección de las curvas у = In (x — 2) e у = xt — 4x + 3enel punto (3, 0) es $ = arc tag 1/3. 


Hallar dy/dx en los Problemas 39-46. 


39. у = e* Sol. 5е“ 43. у = e^" cos x Sol. —e^* (cos x + sen x) 
40. у= её  Sol.3x*e* 44. у = arcsene* | Sol.e*/A/ 1 — e 

41. y = ете s Sol. 3e* *z cos 3x 45. у = tagte*” Sol. бе“ tag e** sect e™ 

42. у = 3- Sol, —2x 3-? In 3 46. у = e" Sol. ее + 


47. Si у = x'e", demostrar que y''' = (х? + бх + бет, 
48. Si y = e-'*(sen 2x + cos 2x), demostrar que y”” + 4y' + ду = 0. 


49. Estudiar la función: (а) у = xle=*, (b) у = xte-**. 
Sol. (а) Max.enx = 2; min. en x = 0; РІ. enx = 2 + 4/2 
(b Мах. епх = +1; min.en x = 0; P.I. en x = +1,51, х = +0,47. 


50. Hallar el rectángulo de área máxima que tiene uno de sus vértices sobre la curva y = е-= y uno de sus lados sobre 


el eje x. y 
Ind: A = 2xy = 2хе “=, siendo Р(х,у) un vértice del rectángulo sobre la curva. Sol. А = Y 2je. 


51. Demostrar que las curvas у = e% e y = e“ cos ax son tangentes еп los puntos х = 2лл/а (п = 1,2,3,...) y que las curvas 
у = e 0 e у = e“ cos ax son mutuamente perpendiculares en los mismos puntos, 

52. Dada la curva у = хе“, demostrar (a) que el punto (—1, —1/e) es un número relativo, (b) que el punto (—2 —2/e*) es 

un punto de inflexión y (c) que la curva es convexa a la izquierda y cóncava a la derecha del punto de inflexión. 


Hallar dy/dx en los Problemas 53-56, aplicando la derivación logarítmica. 
53. у=х" Sol. x*(1 + In x) 55. у = х? et cos 3x Sol. x* e** cos 3x (2/x + 2— 3 tag 3x] 
54, y = хэл Sol. 2 х2 3-9 In x 56. у = xt Sol. e— x*-* (1/x — 2x In x) 


57. Demostrar (a) cn (хе*) = (х + ner, (b) A (x*-1 In x) = o 1) ! б 


Capitulo 15 


Derivada de las funciones hiperbólicas 


DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS. Supondremos que и es un nümero real, 
mientras que no se advierta otra cosa: 


a 1 puce 


зепћ и = — 2 АБТ се (и 4 0) 
e" ++ gt 1 2 
cosh шинжээ зесћ и = Dune юре 
ш__ ¿8 
TE RS шш Ж ше БА csch и = l =- 2 (и == 0) 


cosh u et + gru senh и e*— gu? 


FORMULAS DE DERIVACION. Si и es una función derivable de x, 


d 21 4и ur" 
31. g Genh и) = cosh и 2 34. 2 (coth ш) = — csch и 2 

а ди ди 
32. dx (cosh а) = зепћ и m 35. i (sech и) = — sech u tagh u dx 

d Es z du d "m du 
33. z (ash u) — sech и 2 36. zx ch и) = — csch u coth и dE 


Ver Problemas 1-12. 
DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS. 


1 
senh-! и = In (и + Vi + u*), para todos los valores де и coth-! и = ¿In p Г (u? > 1) 
cosh-! и = In (и + ми? — 1), (и > 1) sech-! u = in ————— — i ———,‚ (0 си 51) 
1 v1 
tagh-! и = $ ln =, (u? < 1) TEN = (и 4 0) 
(Unicamente figuran los valores principales de cosh”!x y sech”!x.) 
FORMULAS DE DERIVACION. Si u es una función derivable de x, 
d * у 1 du d Р Ж 1 du s 
37. de болд tu) = Tp dz 40. 22 (coth”"*u) = 1— wu! 48? (u* > 1) 
d d 3 M —1 du 
38. 4 (cosh-' u) = E (u> 1) 41. q (sech ly) = ui ds! (0<u<i1) 
d Tia S 1 du 1 d х = „ты 4и 0 
39. 32 (аһ) = рада (WS 1) 42. ggh) ла ®' (и + 0) 


Ver Problemas 13-19. 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar: cosh? и — senh? и = 1. 
u =ч. 2 u „та Ы 
cosh? и — senh? и = ES - С = 1(е +2 +е7%%) — (09-2 +67) = 1 
. 4 du 02 А 
2. Derivar: dx (senh н) = созћ и dx siendo u una función dcrivable de x. 
d y _ d/(e9—e*V _ ete “du | du 
qe (Senh и) = El 2 ) = а = cosh и 5- 
dy 
Hallar dx en los Problemas 3-12. 
_ d ‚4 — 
3. у = senh 3x dc cosh 3x dx (3x) = 3 созћ 3x 
- йу _ dy 
4. y = cosh x dx senh 3x dx (3x) = 4 senh dx 
dy d 
5. y = tagh (1 + х?) dx sech? (1 + x?) · P (1 + х') = 2x sech? (1 + x?) 
— coth 1 dy _ 21,4 (11. 1 
6. у = coth x dx — csch x dx (] - + csch x 
dy d d 
— 2 87 Ly... 2 2. __ 
7. у = x sech x <= qx (ch x!) + sech х à; 09 
= x(— sech x? tagh x*)2x + sech x? 
= —2x? sech x? tagh x? + sech x? 
8. y = csch? (x? + 1) v 2 csch (х? + 1): 4. [esch (x? + 1D] 
dx dx 
= 2 csch (x? + 1)[— csch (x? + 1) coth (x? + 1) · 2x] 
= Ax csch? (х? + 1) coth (x? + 1) 
9. y = { senh 2х — dx Ф = Ксозћ 2x)2 — $ = Hcosh 2x — 1) = senh? x 
2 dy __ 1 22x) — 2 E 
10. у= In tagh 2x dx = зах © sech 2x) = senh 2x cosh 2x = 4 csch 4x 


11.  Hallar las coordenadas del punto mínimo de la catenaria y — a cosh =. 


2 


{а -rj 
fe) = $ (asenn =} = senh 2, 10) = Le = = = (2 +e ) 
a a a a a a 


а 2-6 —z/a 


Cuando f(x) = e 2 


= 0, x =0;f'(0)> 0. El punto (0, a) es el mínimo. 


САР. 15] DERIVADA DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 
12. Hallar los puntos de inflexión de las funciones (a) y = senh x, (b) y = cosh x, (c) у = tagh x. 


(a) f'(x) — cosh x, f''(x) — senh x, y f'''(x) — cosh x. 
Ра) = senh x = 0, cuando x = 0 ; f'''(0) = 0. El punto (0, 0) es un punto de inflexión. 


(b) f'(x) = senh x, f''(x) = cosh x = 0 para todos los valores de х. No tiene punto de inflexión. 


senh x ГО) = 4senh? x — 2 
Tosh? х?” ai cosh* x 


f'" (x) = 0 cuando x = 0; /'' (0) == 0. El punto (0, 0) es un punto de inflexión. 


(c) f'(x) = sech? x, f''(x) = —2 sech? x tagh x = —2 ——. 


13. Deducir: (a) senh x = In (x + ух? + 1), 
1 pp AVI 
х 


х 


(b) sech-!x = созћ“! „о<х 51. 


(a) Sea senh-! х = y; tendremos х = senh у = He" — e?) o sea e — 2хе" — 1 = 0. 


Despejando e”: e” = x + Y x! + 1, puesto que e” > 0. Рог tanto, у = In(x + y x! + 1). 


1 1 1 
E ETT T 22 Eia 28, e БЯ 
(b) Sea sech-! x = y; tendremos х = sech y су? cosh у r' e y — cosh (5) sech -1 x 
Я 2 
También, х = sech у ТЕГ: о e?! x — 2ev + x — ©. 
Despejando e: еў = мо E cuando y > 0. Por tanto, y = minns ИЕ ier 20 <х<1. 
а. УА Е 1 ди 
14. Deducir: 25 (вепћ “1 и) = теста de 
Sea у = senh-! и, siendo и una función derivable de x. Tendremos senh у = и, 


b odu b 1 REDE SN d 21 


у 
dx ах У dx соћу dx ура shy 4 LITE 


cosh y 


Hallar dy/dx en los Problemas 15-19. 


dy 1 d 3 
15. y = senh—! 3x == = ——— = (Ву) = ——— 
dz (ваті d* 92! +1 
dy e* 
= =l pr -Z = T = 
16. у = cosh^!e d 1 Le ) ==, 
ау 1 
25 E ul NET Re e a 1 
17. y —2tagh^ (tan х) dz 2 Landa. da (tag 1x) 
1 вес? Ах 
= 9 ——————— зес? 0° 1 = 7 39" = geer 
1 — tag? jx id ] — tag? $x 


Žž- q Ez 


18. у= сой! 
m 


dy 


sen х 
19. у = sech ! (cos x) dite 


d 
cos x V1 — costz E cosg V1 — сов? = 


sec х2 
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Problemas propuestos 


20. (a) Representar las funciones у = e? e y = —e-* y promediar las orde- 
nadas de las dos curvas para todos los valores de x con objeto de ob- 
tener puntos de la función y — senh x. Trazar esta curva. 


(b) Representar la función y — cosh x aplicando (a) a las. funciones 
У =е#еу==е-*, 


21. Dada la hipérbola x* — y* = 1, demostrar: (а) que el punto P(cosh и, 
senh и) es un punto de la hipérbola, (5) que la tangente en А corta a la 
recta OP en el punto ТА, tagh и). (Ver Fig. 15-1.) 

22. Demostrar: (а) senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh у 

(b) cosh (x + y) = cosh x cosh у + senh x senh y 


(c) senh 2x — 2 senh x cosh x 
(d) cosh 2x = coshtx + зепћех = 2 cosh? x — 1 | 
= 2 зепће x + 1 Fig. 15-1 


2tagh x 


(e) aho 1 + tagh'x 


Hallar дујах еп los Problemas 23-28. 


23. у = senh јх Sol. 4 cosh $x 
24. y = cosh? 3x Sol. 3 senh 6x 
25. y = tagh 2x | Sol. 2 sech? 2x 
26. у = Іп cosh x Sol. tagh x 
27. у = arc tag senh x Sol. sech x 
28. у = In tagħ 2x Sol. 2 csch 4x 


29. Demostrar: (a) Si у = a cosh 2, se verifica y”? = L уте". 


(b) Si y = А cosh bx + В senh bx, siendo b,4,B constante, se verifica y”* = by. 


30. Demostrar: (a) соѕћ-1 u = In (и + Vu — 1), и > 1. 


+u 


RE 1 
(b) tagh Ли = $ In lcg 


и? < 1. 


31. (a) Representar la curva у = ѕепһ-!х, trazando Ја simétrica de la función у = senh х con respecto а la bisectriz del 
primer cuadrante. 


(b) Representar la rama principal де la función у = cosh 1x trazando la simétrica de la mitad derecha de la función 
y cosh x con respecto a la bisectriz del primer cuadrante. 


32. Deducir las fórmulas de derivación 32-36 y 38-40,42. 


Hallar dy/dx en los Problemas 33-36. 


33. у = senh-! ix Sol. 1/ү х? + 4 
34. у = cosh”* (1/x) Sol. — хм 1 ә 
35. у = tagh” (sen х) Sol. sec x 


36. х = asech-!(y/a) — y a? — y! Sol, —y/A/ а? — yt 


Саришо 16 


Representación de curvas еп forma paramétrica 


ECUACIONES PARAMETRICAS. Las coordenadas (x, y) de un punto P de una curva pueden ser 


funciones, x = ји), у = g(u), de una tercera variable o parámetro и; las ecuaciones x = f(u) 
y = g(u) reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la curva dada. 


Ejemplo: 


(а) x = cos 0, y = 4 sen? 0 son las ecuaciones paramétricas, siendo el parámetro Ө, de la parábola 4x* + y = 4, 
ya que, 4x? + у = 4 cos? 0 + 4 sen? 0 = 4. 


(D х= фу —4— t es otra representación paramétrica de la curva, en la que el parámetro es 7. 


(b) 


Fig. 16-1 


Obsérvese, sin embargo, que el primer sistema de ecuaciones paramétricas solo representa una porción de la 
curva, mientras que el segundo representa la totalidad de ella. 


dy . dy _ dy|du 
LA PRIMERA DERIVADA as viene dada por dici 273 


dy . dy а (ду, аи 
LA SEGUNDA DERIVADA Qi Viene dada por ga - 7 | A T 


Problemas resueltos 


ду dy. 
1. Hallar ux У da siendo x = 0 — sen 0, у = 1 — cos 0. 
dx _ ду _ ду _ дуд _ «по Ь 
ЕОР РРР: 
Фу d sen 0 249 _ cosg—1 . 1 Жы 1 
dx? 4011-со80| dx (1—созб# 1—со50  (1—cos0y 
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dy d'y |. 
2. Hallar ax y de Siendo x — e'cos f, y — e'sen f. 
dx ; dy dy dy/dt sen / + cost 
—— = t — — = el —— A AAA] = 
dt ecos sen г), dt дуулаа ах ахіа cos t — sen f 
dy _ а (а а ‚4х _ DET пала рана x: 2 
dx? — dt |cosr—sent] dt (cos 1 — sen £)? e'(cos t — sen г) e'(cos t — sen 2)? 


3. Hallar la ecuación де la tangente a la curva x = Y t, у =t—1/V t en el punto para t = 4. 


муг У dx ах 


dx 1 dy 1 dy ау/а! 1 
dur CAT 1+ 2V t + ; 


Para t = 4: х = 2, у = 7/2, y m = дујах = 17/4. 
La ecuación de la tangente es (y — 7/2) = (17/4)(x — 2) o sea 17x — 4y = 20. 


4. La posición de una partícula que se mueve a lo largo de una curva viene 
dada, en función del tiempo f, por las ecuaciones paramétricas 
x = 2 — 305 t, y = 3 + 2sen f, en donde х se expresa en metros y / en 
segundos. Hallar la variación en la unidad de tiempo y el cambio de direc- 
ción (а) de la abscisa en el instante £ = 71/3, (b) de la ordenada en el ins- 
tante £ = 57/3, (с) del ángulo 0 de inclinación de la tangente en el instante 
i = 2nj3. 


dx/dt = 3 sen t, dy/dt = 2cos г, tag 0 = дујах = $ cott 


(a) Cuando t = л/3, ахја! = 34/ 3/2. La abscisa aumenta a razón de 


34/ 3/2 m/seg. 
(b) Cuando ғ = 5z/3, dy/dt = 26) = 1. La ordenada aumenta a razón Fig. 16-2 
de 1 m/seg. 
Е dð —6csct " d -62ү3) | 24 
(с) 0 =arc tag ($ cot £), y wm тет Para t = 27/3, опта SAC» = ЗГ" El ángulo de in 


clinación de la tangente disminuye a razón de 24/31 radianes/segundo. 


Problemas propuestos 


Hallar dy/dx y d?y/dx? en los Problemas 6-9. 


5 х=2 +1, у= 1+0 501, дујах = 2t, d*yjdx* = 
6. х=1 +  у=1+1 Sol. дујах = ји“ — 1), d*y[dx* = —2%/(% — 1)? 
7. хэ 25604, у = cos 21 Sol. дујах = —2 sen t, азујах“ = —1 
x = cos? 0, y = sen? 0 Sol. дујах = —tag 0, d*yjdx* = 1/(3 cos! 0 sen б) 
9. х= а(соѕ ф + ó sen ф), у = alsen ф — ф cos ф) Sol. дујах = tag ф, d?y/dx* = 1/(aġ cos? ф) 
10. Hallar la pendiente de la tangente а la curva x = e— cos 2t, y = e-?' sen t en el punto t = 0. Sol. —2. 


11. Hallar las coordenadas cartesianas del punto de mayor ordenada de la curva x = 96r, у = 961 — 16%. Ind: Calcular г 
para que у sea máximo. Sol. (288, 144). 


12. Hallar la ecuación де la tangente y de la normal a la curva (а) x = 3e', y = 5675 en el punto t = 0, (b) х = a cost 0 
y = asen' Ө en 6 = іл. 
Sol. (a) 5x + Зу —30 = 0, 3x — 5y + 16 = 0; (b) 2x + гу —а ~ 0, х — у =0. 


13. Hallar la ecuación de la tangente a la curva x — a cos? t, y — asen? ren un punto P(x, y). Demostrar que la longitud, 
del segmento de tangente interceptado por los ejes coordenados es igual a а. 
Sol. x sen f + y cos t = фа sen 2t. 


14. Dada la curva x = (2? — 1, y = f — t, determinar los puntos en los cuales la tangente es (a) horizontal y (5) vertical. 
Demostrar que en los puntos en que la curva se corta consigo mismo, las dos tangentes son mutuamente perpendiculares. 


Sol. (a) t = + У 3/3, (b) = 0. 


Саришо 17 


Curvatura 


DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO. Sea y — f(x) una función cuya primera derivada es una 
función continua. Sean A (ver Fig. 17-1) un punto fijo de la curva, s la longitud del arco compren- 
dido entre А y otro punto cualquiera de ella P (x, y), Q(x + Ax, y + Ay) un punto de la curva 
muy próximo al anterior y As la longitud del arco comprendido entre P y О; la variación de la 
longitud del arco s (— AP) por unidad de variación dé x y de y vienen expresadas, respectiva- 
mente, por 


2 2 
ё | ду dic. s Ас. d del 
ад i (8), ФУ day > (s 


El signo, más o menos de la primera fórmula corresponde a los casos en que s aumenta o disminuye 
al aumentar x y en la segunda fórmula, segün que s aumente o disminuya al aumentar y. 


Cuando la función se defina por sus ecuaciones paramétricas, x = Ди), у = g(u), la variación 


А 4 2 2 А 7 
де 5 соп геѕресіо а и мепе дада рог P = + (=) + (2) El signo más о menos se tomará 
и и 


segün que 5 aumente o disminuya al aumentar а, 


Para evitar la repetición del doble signo supondremos en lo sucesivo que sobre cada arco consi- 
derado se ha elegido un sentido tal que la derivada de la longitud de arco sea positiva. 


(Ver Problemas 1-5.) 


Q(x + Az, y + Ay) 


Fig. 17-1 Fig. 17-2 


CURVATURA. La curvatura K de una curva y — f(x) en un punto P de ella es igual a la variación del 
ángulo de inclinación т de la tangente en P por unidad de longitud de arco s. Es decir, 
dy ёс 
йт Ат dz? dy* 


^ ds _ AM AU 2 dy Y 3/2 ? К = m EE 
dx dy 
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К 
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De la primera de estas fórmulas se deduce que K es positiva cuando P está sobre un arco cóncavo 
y negativa cuando pertenezca a un arco convexo. 


No es extraño encontrar en otros textos el valor de К definido de manera que siempre resulte 
positivo, esto es, como el valor absoluto de la fórmula anterior. Por esta razón, en las soluciones 
de los problemas no tendremos en cuenta el signo de K. 


EL RADIO DE CURVATURA R de un punto P de una curva viene dado por R = |1/К| siempre que 


EL CIRCULO OSCULADOR o de curvatura de una curva en un punto P 


К s 0. 


es el círculo de radio R situado en Іа región cóncava de la curva y tan- 
gente a ella en P. 


Para construir el círculo osculador se procede como sigue: se traza 
la normal en el punto P hacia región cóncava de la curva y, sobre 
ella, se lleva una distancia PC — R. El punto C es el centro del círculo 
buscado. Fig. 17-3 


EL CENTRO DE CURVATURA. Correspondiente a un punto P(x, y) de una curva es el centro C del 


círculo osculador en P. Las coordenadas (а, 8) del centro de curvatura vienen dadas por 


= m ; = + 
Py a E" 
ах? dx? 
2 2 
dz dz dx 
В И 8) 2 $8) | 
обећ, а = Xx diz y di 
dy? ду“ 


LA EVOLUTA de una curva es el lugar geométrico de los centros de curvatura de la misma. 


2. 


(Ver Problemas 6-13.) 


Problemas resueltos 


3 2 
Derivar: (5) =1+ (2) А 


Sea s (ver Fig. 17-1) Іа longitud de arco de un punto fijo P a otro variable Р(х, у) de una curva y — f(x) cuya 
derivada es continua. Sea As la longitud de arco desde P hasta otro punto muy próximo Q(x + Ах, y + Ду) у РО la 
longitud de la cuerda que une P y Q. 


Tendremos 4: = 50 . РО , у, como (РОУ = (Лх)? + (Ду):, resulta 
(55) M a) (гоу e (2) (Ax) + (Ay) = (5) 1 + (5 2 
Ax ^ APR Ax UN (дж) —— 


4 c P 
Cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva, Ax — 0, dy > О у TO ed da 2 7) >1. (Para demostrar esto 


último, ver Capítulo 41. Problema 22.) Рог tanto, 


CON En) 2 yA) 


са 
Hallar e en el punto P(x, у) де la parábola у = 333, 57 = ү: + TIE: 2 3E УТ + (69 = МТ + 365 
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3. 


4 


7. 


d: 
Hallar = y qe en el punto P(x, у) de la elipse x? + 4): = 8. 


dx dy 
(а) Y = Ese (32) Е х2 4164 32-38 да | _„ [32 — 32° 
de 4 d 16 _ 16 32-40 Y de” N32—4» 


H 


de _ _ 45, deY _ 16y? _ 444168 _ 2+3y да _ .|2+3y 
ay x 14 (8) = 1 + 38 weapons p NI UNIS SE 


Hallar 5 en el punto P(0) de la curva x = sec 0, y = tag б. 


ds d d 
ds = Ын + a) = vsec*g tag? ө + secto =  |sec e| V tag? ө + зес e 


Las coordenadas (x, y), metros де un móvil P, vienen dadas por x = cost — 1, 
y = 2 sen t + 1, en donde t es el tiempo en segundos. Hallar la velocidad de P a lo 
largo de la curva en el instante (a) t = 57/6, (b) t = 57/3 у (с) la velocidad máxima 
y mínima de P. 


de _ у V лаке upon VISUS = 
dt dt t= фт) 


= 


dt 


(а) Para t = 57/6, dsidt = 4/1 + 30) = ~ 13/2 m/s. б=т 
(b) Para г = n ds|dt == М 1 + 3 = Y 7/2 m/s. 
() Зеа5 = 41 = УТА 3c, Tendremos 4 — 3 005г sent, 


Resolviendo dS/dt = 0 obtenemos los valores críticos t = 0, 7/2, л, 37/2. => 
Para 1 = 0 у л, la velocidad 45/4 = Y 1 + За) = 2 m/seg es máxima. 
Fig. 17-4 


Para / = л/2 y Зл/2, la velocidad ds/dt = y 1 + 30) = 1 m/s. 
es mínima 


Hallar la curvatura de la parábola у? = 12x en los puntos (a) (3, 6), (b) (3, —3), (c) (0,0). 


dy 6. dy 36 Фу _ 6,dy _ _ 36 
de y uc JEU ЦОЛ 
o ва (8,6): 0-1, 1+ (2) 9, Ф021 y к 206 v? 
de : dx * da? 6” 27: 24 
ду ду _4 4/3 _ 4уб 
8 -4ү - = === = == 
(b) En (8, 3): de —2, ie ( ЭР: E = =, у К pz 15 ' 
dx _у_ dy? _ 
(c) Еп(0,0), — no está definida. Рег di += 1+ (5 =1 


Hallar la curvatura де la cicloide cuyas ecuaciones paramétricas son 
x = Ü— sen 6, у = 1 — cos 0, en el punto de mayor ordenada —más 
alto— de un arco. 

Hallemos el punto de mayor ordenada en el intervalo O < x < 2л: 


4у/40 = sen 0, con lo que el valor crítico en dicho intervalo es x = л. 
Como d?y/d0? = cos 0 < 0 cuando 6 = л es un máximo relativo y, por 


tanto, el más alto de la curva en el intervalo. | Fig. 17-5 
Para calcular la curvetura, 
dr 1 ду _ 0 dy _  sen6 Фу _ а sen0 \ de _ -1 
розе. da m ах 1— cose’? da? 9\1 — соѕ0/ dæ (1 — сове) 


Para 0 = л, dy/dx = 0, d'y/dx* = —1/4, у K = —1/4. 
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8. Hallar la curvatura de la cisoide уха — x) = x? en el punto (1, 1). 
Derivando la ecuación dada, implícitamente, con respecto a x, tendremos 


(а) —у? + (2 — х)2уу' = 3х1 y 

(0) —2yy' + (2 — 3)2yy'' + (2 — x)2A(y)* — 2уу’ = бх 
De (а), para x = у = 1, —1 + 2у = 3 e у = 2. 
De (b, para x=y=1 e у 22, —4 +2у' +8—4 =6 е у” = 3 
Por tanto K = 3/(1 + 4)? = 34/ 5/25. 


9. Hallar el punto de máxima curvatura де la сигма у = In x. Fig. 17-6 
d 1. d. 1 к = —x 
dx фа xe! (+x 


dK 2x! — 1 


ue arar? el valor crítico es x = 1/4/ 2. El punto pedido es (1/4 2, —} In 2). 
54 X 


10 


Determinar el centro de curvatura C de la curva у = f(x) en uno de sus puntos P(x, y) en el cual y” X 0. 
(Ver Fig. 17-3.) 

El centro de curvatura C(a, $) está situado: (1) en la normal en P у (2) a una distancia R de P sobre la región cón- 
cava de la curva. En consecuencia, 


"13 
D в-у=— 4-6-0 y О а-ә R -= пот 
De (1), а—х = —y'(B — у); sustituyendo en (2), 
, 1 + or 1+0) 
EU tor = LEDT у Br= a 


Para determinar el signo, observemos que cuando la curva es cóncava, у“ > 0 y, como C debe estar por encima de P, 
B — y > 0. Por tanto, el signo es positivo en este caso. (Se deja para el alumno la demostración de que el signo es + 
cuando y'' < 0.) Así pues: 


f= y EOT yay, а= х 210 0l 


11. Hallar la ecuación del círculo de curvatura de 2xy + x + у = 4 en el punto (1, 1). 
2y + 2ху + 1 + у“ = 0; en (1,1), y' = —1. De donde 1 + (y)! = 2. 
4у' + 2xy'' + y” = 0; en (1, D), у" = 4/3. 
4/3 З 2 -10) _ 5 


О ME ЛИН: 


La ecuación pedida es (x — а)? + (y — )# = Ri о (x — 5/2} + (у — 5/2} = 9/2. 


е 
4]3 


5 
В = 1+ =: 


12. НаПаг la ecuación де la evoluta de la parábola y* = 12x. 


‚ dy _6_ УЗ dyY - 148143 Фу _ 36 |. УЗ 
En P(x, y): de у yz 1+ (32) edu duo GA py Tan 
V3/x (1 + 3/ 2V3 (x + 3 
а = y APA = ,4 2869 = 8х +6 
m 77 уз 
в = ppl p d yt 
УС Зз У 96 © 86 

Las ecuaciones а = 3x + 6, В = —y*/36 se pueden considerar como las ecuacio- 


nes paramétricas de la evoluta, estando ligados los parámetros x e y por medio de la 
ecuación de Ја parábola. En este caso, la eliminación de los parámetros es sencilla. 


Despejando, х = (a — 6)/3, у = —4 368 y sustituyendo en la ecuación de la parábola, 
tendremos: 
(368)!* = 4(а — 6) ó 818° = 4(а — 6)* 


Fig. 17-7 
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13. 


Hallar la ecuación de la evoluta де la curva x = cos Ó + Ө sen 0, 
y = sen 0 — 0 cos 6. 


‚4х _ ау _ ау _ 
En Р(х, y): 26 = 0 соѕ 0, 46 = 0 sen б, Xx — tag 0, 
d'y | sectó — sec*0 
Y dx ^ Acoso ^ 6 
_ tag 0$ес®@ — _ 
a = x— apa T х 7 9 8610 = cos 0 
20 
В=у+ sec = y + 0 cos 0 = sen 0 


(sec? 0)/@ Fig. 17-8 
а = cos 0, В = ѕеп Ө son las ecuaciones paramétricas de la evoluta 


Problemas propuestos 


Hallar la derivada de la longitud de arco en los Problemas 14-19. 


14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


x! + у? = 25 Sol. ds[dx = 5/\/ 25 — x, dsidy = 5/ У 25 — у? 

у% = х? Sol. ds[dx = ТУ 4 + 9x, dsldy = V4 + дучзјзуцз 
х%% + уз = дз Sol. дујах = (ax, ds/dy = (a/y)? 

бху = x! + 3 Sol. азјах = (х^ + 1)/2x1 

27ау? = 4х — ay Sol. 45/4х = ~ (x + 20) [За 

Y — a Gooh w/a dol, ПРЕД == СОЎ дуя 

Dada la curva х = f(u), у = glu}, deducir (ds/duy? == (ахјаи) + (ау!аи)?. 


Hallar 45/4; en los Problemas 21-24. 


21. 
22. 
25. 


26. 


27. 


28. 
29. 


х=, у = Sol. гу 4 + 9P 23. х = 2с05 t, у = 3sent Sol. Y4 +5 cost t 
x=COSf, y = sent Sol. 1 24. x = cos? t, у = sen? r Sol. 3 sen 2t 
Siendo dy/dx = tag т, demostrar que dx/ds = cos т, dy/ds = sen т. 
. dy dr ас dx у“ 
а = кй = LI. =___-____, 
Siendo т = arc tag (2) demostrar дие К d dx ds ^ (4 (p 


Hallar la curvatura de las curvas dadas еп los puntos indicados. 


(а) y = x?/3 en x =0, x = 1l, x = —2 Sol. 0, ~ 2/2, —4A/ 17/289 
1 2 
2 = == == — — 
(b x 4ay en x — 0, x — 2a Sol. 2a' Ва 
(с) y=senxenx=0, х = фл Sol. 0, —1 
(d) y=e"enx=0 Sol. —2 


Demostrar que (a) la curvatura de una recta es cero y (5) la curvatura de un círculo es el recíproco de su radio. 
Hallar los puntos de máxima curvatura de las funciones (а) у = 65, (b) у = x?/3. Sol. (а) х = 3103, (b) x = 1/4 5. 


. En un cierto sistema de coordenadas, un tramo de vía férrea consta de una parte sobre el eje x negativo hasta el ori- 


gen O, después pasa por el punto A(1, 1) a través de la curva de transición y = 1x* y, finalmente, sigue a lo largo de 
un arco del círculo 144x? + 144у? — 96x — 264y + 9 = 0. Demostrar que (a) la curva de transición es tangente al 
tramo recto y al circular en los puntos de unión y (5) la curvatura de la curva de transición es cero en O e igual al recí- 
proco del radio del tramo circular en el punto A. 


Hallar el radio de curvatura de (a) x? + xy? — 6y? = Oen (3, 3), (b) x = a sech-!y/a — Y a? — y? en (x, y), (c) x = 2a tag 0, 
у = а tag? 0, (d) x = a cost 0, у = а зеп'0. 

Sol. (a) SA 5, (b) av a? — y yl, (c) За |sec? 8|, (d) За (sen? 0 + cos! 0)*/* 

Hallar el centro de curvatura (a) en el Problema 31 (a), (5) de la función y — sen x en un máximo. 

Sol. (a) C(—1, 8), (b) Сал, 0). 


Hallar la ecuación del círculo osculador de la parábola у: = 12x en los puntos (0, 0) у (3, 6). 
Sol. (x — 6} + у? = 36, (x — 15) + (y + 6) = 288 
Hallar la ecuación de la evoluta de . 
(a) b*x3 + а?у? = a?b?, (b) x*i3 + уз = 13, (c) x = 2 соѕ г + cos 2t, у = 2sent + sen 27. 
Sol. (a) (аа)?!®% + (bB)!* = (а? — pair (b) (a + BY + (a — Ву!“ = 2423 

(c) a = #2 cos t — cos 2t), В = YO sen г — sen 21) 


Capitulo 18 


Vectores en el plano 


ESCALARES Y VECTORES. Las magnitudes, tales como el tiempo, la temperatura, etc., que se de- 
terminan ünicamente mediante un nümero, reciben el nombre de escalares. En consecuencia, las 
magnitudes escalares obedecen a las leyes del álgebra ordinaria; por ejemplo, 5 seg. + 3 seg. = 8 seg. 


Sin embargo, existen otras magnitudes, como la fuerza, la velocidad, la aceleración, el ímpetu, 
etcétera, que, para su determinación, exigen el conocimiento de un módulo, una dirección y un 
sentido; se denominan magnitudes vectoriales. Cualquier magnitud vectorial es susceptible de re- 
presentarse geométricamente mediante un vector o segmento dirigido quedando definida su direc- 
ción por el ángulo que dicho segmento forma con una recta del plano y, dentro de ella, su sentido, 
por el lugar que señala la flecha, y su módulo por la longitud del segmento respecto de la unidad 
de medida elegida. Las magnitudes escalares se representan por letras, a, b, c, ..., en forma ordi- 
naria, mientras que las vectoriales se indican con letras en negrilla, a, b, e, ..., o bien, en la forma 
OP [ver Fig. 18-1(a)]. El módulo de un vector, a о OP, se representa por |a| o por |ОР |, respecti- 
vamente. 


P B 
B 
a/ b —a 27 Ye b 
a А 
а 
Р а 
O, a=b Р 
(4) 


(а) (9) (e) 
Fig. 18-1 


Dos vectores, a y b, son equipolentes, a — b, cuando tienen el mismo módulo, dirección y sen- 
tido. Dos vectores de igual módulo y dirección, pero de sentido contrario, a y —a, reciben el nombre 
de opuestos. Más general, si a es un vector y k un escalar positivo, ka es un vector de igual direc- 
ción y sentido que a pero cuyo módulo es K veces el de a; si k es negativo, se trata de un vector 
de igual dirección que a, de módulo igual a k veces el de a y de sentido opuesto al de a. 

Un vector, mientras no se advierta lo contrario, carece de una posición fija en el plano, de ma- 
nera que se puede trasladar o desplazar paralelamente a sí mismo. En particular, si a y b son dos 
vectores [Fig. 18-1(b)], podremos trasladarlos paralelamente a sí mismos hasta conseguir que tengan 


un mismo punto inicial P u origen comün [ver Fig. 18-1(c)] o bien que el extremo de a coincida 
con el origen de b [Fig. 18-1(d)]. 


SUMA Y DIFERENCIA DE DOS VECTORES. Sean a y b los vectores de la Fig. 18-1(b); su suma 
o resultante, a 4- b se halla de una de las maneras siguientes: - 


(1) Trazando los vectores como se indica еп la Fig. 18-1(c) y completando el paralelogramo 
PAQB de la Fig. 18-2(e). El vector suma es PQ. 


(1) Trazando los vectores como se indica en la Fig. 18-14) y completando el triángulo PAB 
де la Fig. 18-2(f). En este caso, el vector suma es PB. 
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(2) (A) 
Fig. 18-2 
Se deduce, pues, Fig. 18-2(f), que con la suma de tres vectores se puede formar un triángulo 
siempre que uno de ellos sea igual u opuesto a la suma de los otros dos. 


Sean a y b los vectores de la Fig. 18- 1; Para hallar su diferencia, se procede de una de las 
formas siguientes: 


(iii) Sumando al minuendo el opuesto al sustraendo: a — b = a + (—b), ver Fig. 18-2(g). 


(iv) Trazando los vectores como en la Fig. 18-1(с) y completando el triángulo. En la Fig. 18-2(A), 
el vector ВА = a — b. 


Sean a, b, c tres vectores y k un escalar; se verifica: 


1 а+Ь=Ь-+а (Propiedad conmutativa) 
24 a+(b+c)=(a+b+e (Propiedad asociativa) 
3.  k(a-r b)- Ка + kb (Propiedad distributiva) 


(Ver Problemas 1-4.) 


COMPONENTES DE UN VECTOR. Sea а = PQ, Fig. 18-3(i), un vector y PM y PN dos rectas cuales- 
quiera que pasan por P. Trazando el paralelogramo PAQB, tendremos, 


= PA + PB 


De esta manera, el vector a se ha descompuesto segün las direcciones PM y PN, siendo РА y PB las 
componentes de a según dichas direcciones PM y PN. 


Fig. 18-3 


Consideremos ahora un vector a en un sistema cartesiano de coordenadas [Fig. 18-3(/)], siendo 
iguales la unidad de medida sobre los ejes x e y. Los vectores i definido por los puntos (0,0) —origen— 
y (1, 0) —extremo— y j por los puntos (0, 0) y (0, 1), cuyos sentidos son los positivos de los ejes, 
reciben el nombre de vectores unitarios, del sistema, y sus módulos son la unidad. 


Trazando desde el origen P y desde el extremo О de a las perpendiculares a los ejes x e y y Па- 
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mando M, N, 5 y T los respectivos puntos de intersección, tendremos MN = aji, siendo a, positivo 
y ST = a,j, siendo а, negativo. Así, pues, 
MN = ВО = aji, ST = PR aj, у 
a = aji + a) (D 
Los vectores aji y a,j reciben el nombre de componentes vectoriales de a en las direcciones indicadas 
y a, y a, el de componentes escalares, componente x y componente y, o, simplemente, componentes de а. 
Si la dirección de a se define por medio del ángulo 6, siendo 0 < 0 < 2л, medido en el sentido 
contrario al de las agujas del reloj desde el eje x positivo hasta el vector, 
а| = Va td 02) 
tag 0 = aja (3) 
el cuadrante де 6 viene determinado рог 
а, = la| cos 0, а, = |а|ѕеп б 


Si a = aji + a,j y b = bj + b,j, tendremos 
4. a=b siy solo sia =b, у а = ba 6. а+Ь = (а, + bpi + (а, + baj 
5. ka= kai + kaj 7. а—ћђћ= (а — bj + (а, — boj 
(Ver Problema 5.) 


PRODUCTO ESCALAR. El producto escalar de dos vectores a y b se de- 
fine por 
a:b = la| |Ь| cos 0 (4) 


siendo 6 el menor de los ángulos formado por dichos vectores con el 
mismo origen (ver Fig. 18-4). 
De (4) se deduce 
8. a:b=b:a (Propiedad conmutativa) 
га = la) la] – ja o |а| = Уата Fig. 18-4 


10. a:b=0 ч (ija=0, o (ii) b — 0, o (iii) aes perpendicular a b 


№ 
m 


11. 1:1-41:1-41:1:1-40 

"ђ = (ad + aaj) "(Ы + baj) = abi + азр, 

"(Ь + с) = а 'Ь а: с (Propiedad distributiva) 
14. (a+b)"(c+d=a:c+a:d+b:c+b:d 


mA жа 
бо м 
p s 


PROYECCIONES ESCALAR Y VECTORIAL. En la ecuación (1), el 
escalar a, se denomina proyección escalar de a sobre un vector de direc- 
ción la del eje x, mientras que aji es la proyección vectorial sobre la 
misma dirección, 


En el Problema 7 se calcula la proyección escalar a * y la pro- 


ГЛ 
» | b\ b , 
yección vertical |а · ЪТ I de un vector a sobre otro b, (Obsérvese Fig. 18-5 


que si la dirección de b es la del eje x, М = i.) 
En estas condiciones, 


15. a'b = producto del módulo de a рог la proyección escalar de b sobre а 
= producto del módulo de b por la proyección escalar de a sobre b. (Ver Fig. 18-5.) 


(Ver Problemas 8-9.) 
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DERIVADA DE UN VECTOR. Sea la curva representada 
en la Fig. 18-6 dada por sus ecuaciones paramétricas 


x = f(u), у = glu) 
El vector 
r = xi + yj = ifu) + је(и) 


que una el origen con el punto Р(х, y) de la curva, 
recibe el nombre de vector de posición o radio vector 
de P. En lo sucesivo, los vectores de posición los re- 
presentamos por la letra r, es decir, a = 3i + 4j, repre- 
senta un vector «libre», mientras que r = 3i + 4j es 
el vector que une el origen con el punto P(3, 4). 


. Fig. 18-6 
La derivada de r con respecto a u es 


(5) 


Llamando 5s a la longitud de arco medido desde un punto fijo P, de la curva de manera que s 
aumenta con и y t es el ángulo que dr/du forma con el eje x positivo, 


дујаи _ dy = pendiente de la tangente a la curva en P 


^ Ахјаи ах 

ау {йү _ de 

du ди) 7 du 
y su dirección y sentido, los de la tangente en P. Este vector se suele representar con su origen en 
el punto P. 


El módulo dei vector dr/du es 


dr 
du 


Si ahora suponemos que la variable escalar u es la 
longitud de arco 5 (5), tendremos: 


dro dx, dy 
в Б wd (6) 


estando determinada la dirección у el sentido de t 
por т, mientras que su módulo viene dado por 
V(dx/ds)? + (dy[ds)? = 1. Es decir, t = dríds es el 


vector tangente unitario a la curva en P. 


Como t es un vector unitario, t y dt/ds son perpen- 
diculares (ver Problema 11). Representando por n un 
vector unitario aplicado en P, cuya dirección y sentido 
sean las de dt/ds, cuando P se mueve a lo largo de la 
curva (Fig. 18-7) el módulo de t permanece constante; por tanto, dt/ds indica la variación de la in- 
clinación de t. Así, pues, el módulo de dt/ds en P es igual al valor numérico de la curvatura en P, 
es decir, |dt/ds| = |K| y 


Fig. 18-7 


dt 
"ds = |К| п (7) 


(Ver Problemas 10-13.) 
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Problemas resueltos 


1. Demostrar: а РЬ = Ь + а 
De la Fig. 18-8, а + b= РО = + а 


2. Demostrar: (а >" b) + с = a + (b + с) 
De la Fig. 18-9, РС = РВ + ВС = (а + b) + с. También, РС = РА + AC =a + (b + с) 


Fig. 18-8 Fig. 18-9 


3. Sean a, b, c tres vectores con su origen en P y sus extremos, А, B, С, alineados, como indica la Fig. 18-10. Si C divide 
a BA en la relación x : y, siendo x + y = 1, 


€ = PB + BC = b + x(a — b) = xa + (1 — b = xa + yb 


Por ejemplo, si C es el punto medio de ВА, c = 4(a + b) y BC = ¿(a — b). 


4. Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, 
Llamando Q al punto de intersección de las diagonales (Fig. 18-11), 


PB=PQ+0B=PQ—BQ о ђ= ха + b)— ya —b) = (x — уја + (x + y)b 


x+y=1yx—y=0. Dedonde x = y = 4 y Q es е1 punto medio de ambas diagonales, 


B C 
а ~ b 
2 B 
b 
A 
a b 
a 
P P 

Fig. 18-10 Fig. 18-11 


5. Dados los vectores a = 3i + 4j y b = 2i—j, determinar el módulo, dirección y sentido de (a) a y b, (b) a + b, 
(c) b — a. | | 


(а) Para a = 3i + 4): |а = Val + al = y 3° + 4° = 5; tag 0 = aya, = 4/3, а, = la|cos0, y cos0 = 3/5. 
Por tanto 0, situado en el primer cuadrante, es 53?8*. 


Para b = 2i—j: = V 44-1 = У 5; tag0 = —i/2, cos 9 = 2/\/ 5; 0 = 360° — 2634' = 333726”. 


(D а+ђ=(4%+4) Qi — ) = 5i + 3). 
la + 5] = у 5 + 3° = 4/34; tag0 = 3/5, сов0 = 5/4/34; 0 = 30758". 
(9 ђ—а = Qi —j — (31 + 4) = —i— 5). 
Ib — a| = 4/26; tag0 = 5, соѕ 0 = —1/4/26; @ = 258941”, 
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6. Demostrar que la mediana correspondiente a la base de un triángulo isósceles es perpendicular a dicha base, (En la 
Fig. 18-12, ta] = |Ы.) 
Del Problema 3, como m es el punto medio de la base, 
m = ¿(a + b) 
De donde m'(b—a) = acr b)-(b—a) 
= ia:b—a:a-c-b:b—b:2) = 3) ђ—а'а) = 0 


como queríamos demostrar. 


Fig. 18-12 Fig. 18-13 


7. Descomponer un vector а en sus componentes а; y а; paralela y perpendicular, iepecuváme ute; a otro vector b. 
En la Fig. 18-13: а = а, —а,, а, = cb, y а, •ђ = 0. De donde 


а, = а — а, = а — cb, ab = (а — cb)’ b = аЬ — cib = 0 


b y EE E АР 


Por tanto, а, = ibi: 


_ аф 
e= T. ^b 
La proyección escalar de a sobre b e; igual аа · , y la proyección vectorial de a sobre b es (а ' wil га 5 


LA 
Ib] 
8. Descomponer а = 4i + 3j en sus сотрслепе$ a, y a, paralela y perpendicular, respectivamente, a b = 3i + i. 


Del Problema 7, с= AP = BIS = 2. Por tanto а, = cb = #/;і + 3%} y а, = а — а, = —H + 8/3). 


9. Calcular el trabajo realizado al aplicar una fuerza b == 2i + j sobre un objeto que lo desplaza según la dirección del 
vector 3i + dj. 


Trabajo realizado — (proyección escalar de b en la dirección de a) (distancia recorrida) 
= (ЇВ|со80) la] = b'a = Qi + D: Gi + 4p = 


10. Si a = ifi) 41400 y b = іе (и) + jex(u), demostrar que Эй а (а ђ) = а. *b+a: F. 


= (ih +14): 2: + е) = n + fes 


df, 
(1-0 


d ГА 
du (a :b) = fin + ле, + Гез + ёз 
= (ла + Лео) + Ла + fe) 
x : ^ ге) 5 аа db 
= ал + If) e + ied + (4 + ifad Ge, + је) = q, «:b+a: du 
11. Si a = і/(и) + уда) es de módulo constante, demostrar que a y da/du son perpendiculares. 


da 
De a'a = constante + 0, obtenemos, Problema 10, — 7 (a: а) = de "а та dig 2а · Па 


De donde а · a = 0 con lo cual a y 2 son perpendiculares. 


Asi, pues, la tangente a una circunferencia en uno de sus puntos P es perpendicular al radio correspondiente a P. 
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12. Siendo r = i cos? 0 + j sen* 6, calcular t. 


аг/40 = —1 sen 20 + j sen 20 
ds dr dr dr = аг dr dô 1 1 
Sola 3 3er у E FAA 


13. Siendo x = а cos’ 0, у = а sen? 0, calcular t y n para 0 = іл. 
. r = 41с0о80 + aj sen? 0 
dr/d0 = —3а cos? 0 sen 9 + За] sen? 0 cos 0 
азјад = |dr/dó| = За ѕеп Ө соѕ 6 


t= ШӘЛ Т —1 cos 0 + j sen 8 
dt ад 1 1 
do deno Дет Ёс 32086! + Зазепб! 
1 1 1 a mS E 2 а 1 1 
Ат а x Сар) +), Ф| xt >.” 


14. Demostrar que el vector a = ci + bj es perpendicular a la recta ax + by + с = 0. 


Sean Pix у) y Ру(хь, Ya) dos puntos de la recta. Tendremos ax, + by, + с=0, ах, + by, + с = 0, y res- 
tando la primera de la segunda, 


A — x1) + bx. — у) = 
Ahora bien 
(al + bj) * [ба — xdi + (Оу, — 303] 
а: Р, Р, = 0 


а(х — ху) + 50а — у) 


1 


Por tanto, а es perpendicular (normal) a la recta. 


15. Deducir, con ayuda del cálculo vectorial: 
(a) la ecuación de la recta que pasa por el punto P,(2, 3) y es perpendicular a la recta x + 2y + 5 = 0; 
(b) la ecuación de la recta que pasa por los puntos P,(2, 3) y Р,(5, —1). 
Tómese el punto genérico P(x, y) de la recta pedida. 


(a) El vector a = i + 2j, Problema 14, es normal a la recta x + 2y + 5 = 0. Por tanto, P, P = (x — 2)і + (y — 3)j 
es paralelo a a, esto es: 


(x — 2)1 + (У — 3) = ка + 2p (siendo К un escalar variable) 


Igualando componentes, tendremos x —2 = k, y — 3 = 2k; Eliminando k, la ecuación pedida es 
у—3==2х—2) ó 2x—y—1=0. 


(b) Tendremos P,P-—(x—2)i-c(y—3j у Р,Р,=31—4] 
Ahora bien а = 4i + 3j es perpendicular a P, P, y , por tanto, a Р, P. La ecuación buscada es 
8: P,P = (4 + 3) · [x — 2)1 + (у 23]] = 0 ó 4x + Зу — 17 = 0 


16. Deducir con ayuda del cálculo vectorial, la distancia del punto P,(2, 3) a 
la recta 3x + 4y — 12 = 0. 


Tracemos desde un punto де la recta, por ejemplo А(4, 0) el vector 
а = 3i + 4j perpendicular a la misma. La distancia pedida es 


= |AP,|cos 0 
Como а АР, = |а| |АР, | cos 6 = |а| d; tendremos 


_ a AP, | (1+4): EE _ —6+12 6 
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Problemas propuestos 


17. Dados los vectores a, b, c (ver Fig. 18-15), construir b А 
(а) 2а (d) a+b—e 2 
(b —3b (e) a— 2b + 3c Р 
(0 a+2b Fig. 18-15 


18. Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de ип triángulo es paralelo al tercer lado e igual а 
su mitad. (Ver Fig. 18-16.) 


19. Siendo a, b, c, d los lados consecutivos de un cuadrilátero, demostrar que a + b + с + d = 0. (Ver Fig. 18-17.) 
Ind.: sean P y Q dos vértices opuestos. Expresar PQ siguiendo dos caminos diferentes. 


B 


А 


Fig. 18-16 Fig. 18-17 Fig. 18-18 Fig. 18-19 


20. Demostrar que al unir consecutivamente los puntos medios de los lados de un cuadrilátero se obtiene un paralelogramo. 
(Ver Fig. 18-18.) 

21. Siendo |a| = [Ы e igual al radio де la circunferencia de la Fig. 18-19, demostrar que el ángulo inscrito en una semicir- 
cunferencia es recto. 

22. Hallar el módulo y el ángulo que forman con el eje x positivo los vectores siguientes: 
(а) 1+), (0) — +), (01 + У 3j (Di— V 3j. 
Sol. (a) Y 2; 6 = іл, (b) Y 2; 0 = 3л/4, (с) 2; 8 = 23 (4) 2; 0 = 57/3 

23. Demostrar que si и se obtiene al girar un ángulo Ө el vector unitario i alrededor del origen y en el sentido contrario al 
de las agujas del reloj se verifica: u = icosÓ + j sen 6. 


. Demostrar, aplicando el teorema del coseno, que a * b = ја! [Ы cos = 4( lal* + ib]? — le[?). 


ЯВ 


. Expresar en la forma ай + bj: 


(a) el vector que une el origen con el punto РС, —3); 

(b) el vector que une los puntos P,(2, 3) y Р,(4, 2); 

(c) el vector que une los puntos Р,(4, 2) y P,(2, 3,); el vector unitario en la dirección y sentido de 31 + 4j; 
(e) el vector de módulo 6 que forme un ángulo de 120° con el eje x positivo. 


Sol. (a) 2i — 3j, (b) 2--1, (c) —21 + j, (4) Уа + "sj, (e) —3i + 3V 31 
26. Aplicando el cálculo vectorial deducir la fórmula de la distancia entre los puntos Р;(х;, yj) у Раб, Ya). 
27. Tres vértices de un cuadrilátero, OAPB son los puntos O(0, 0), A(3, 1) y B(1, 5). Hallar las coordenadas de Р. 


28. (a) Hallar k de forma que а = 3i — 2j y b = і + kj sean perpendiculares. 
(6) Hallar un vector perpendicular a a = 2i + 5}. 


29. Demostrar las propiedades 8-15 del producto escalar. 
30. Hallar las proyecciones vectorial y escalar de b sobre a, siendo (a) a = і —2],b = —3i + j; (b) a = 21 + 3j, b = 101 + 2j 
Sol. (a) —1 + 2j, — У 5, (b) 4i + 6), 2\/ 13- 


31. Demostrar que por traslación de tres vectores a, b, e se puede obtener un triángulo siempre que (a) uno de ellos sea 
igual a la suma де los otros dos o (b) a + b + с = 0. 


32. Demostrar que а = 3i — 6], b = 4i + 2j, с == —7i + 4j son los lados de un triángulo rectángulo. Comprobar que el 
punto medio de la hipotenusa equidista de los vértices. 


33, Hallar el vector tangente unitario t = dr/ds, siendo: 
(a) г = 4i cos 6 + 4j sen 6; е = ей + e-%; (сук = 01 + 0]. 
— e -0) i— _1— 20 | 


Sol. (a) — sen 6 + j cos 6, (b) ———————— 
JA Ti 
34. (а) Calcular en la curva del Problema 33(a). (b) Calcular n en la curva del Problema 33(с). 
(c) Calcular t y n, siendo x = cos 0 + 0 sen 0, у = sen 0 — 0 cos 0. 
—20 1 


j, (с) t = ¡cos 0 + j зеп 0, n = —i sen 0 + j cos б. 


+), 
мі +46 — 14480 


Sol. (а) — cos 0 — | sen 6, (b) ———— —. 


Capitulo 19 


Movimiento curvilíneo 


VELOCIDAD ЕМ EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Sea Р(х, y) un punto móvil a lo largo de la curva 
de ecuación 


x == 0), y = 20) y 
siendo t el tiempo. Derivando el vector de posición 
r =ix + ју (1) 


con respecto a t, obtenemos el vector velocidad 


_ а _ „ах | ду . . 
Y= др 5g 3 др = 1 t (2) 


siendo v, = 4х/4 y v, = дујај. 
El módulo de у viene dado рог 


M-vvv- v4 


Fig. 19-1 


La dirección de v en P es la tangente a la trayectoria en P, como indica la Fig. 19-1. Llamando т 
al ángulo que forma la tangente con el eje x positivo, tag т = v/v, con las componentes determi- 
nadas por v, = |v| cos z у v, = |у| sen т. 


ACELERACION EN EL MOVIMIENTO CURVILINEO. Derivando (2) con respecto а t obtendremos 
el vector aceleración 

d*y 

dr? 


_ dv _ 4л ух 


2а d? df 
siendo ах = 42х/48 y a, = d*yjdt*. 


+1 


= ia, t ја, (3) 


El módulo де a viene dado рог 
la| = va. а = val + а? 


La dirección ф де а es tag ф = ay/a, estando determi- 
nado el cuadrante por а, = |a| cos ф y а, = |а| sen 9. 
(Ver Fig. 19-2.) 


En los Problemas 1-3 se estudia el movimiento de 
dos formas distintas. En la primera de ellas se emplea 
е1 concepto de vector de posición (7), del vector velo- 
cidad (2) y del vector aceleración, para lo cual se pre- 
cisa conocer las ecuaciones paramétricas de la tra- 
yectoria. En la segunda, la más corriente, se utilizan 
las componentes x e y de estos vectores y no se precisa 
conocer la ecuación de la trayectoria en forma para- 
métrica. Los dos procedimientos, por supuesto, con- 
ducen al mismo resultado pues ambas soluciones son, 
en esencia, iguales. 


Fig. 19-2 


(Ver Problemas 1-3.) Ь 
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COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACION. De (6), Capítulo 18, 


obtenemos 
_ dr _ drds _ ds 
ҮН 7 аа ^ ‘а (4) 
de donde 
dy. d?s dt ds 
acc лг Euro · (6) 


2 
_ „43  dtfdsY _ ds ds 
p ЛЕ! = tge + ка (8) 
рог (7), Capítulo 18. 


La fórmula (5) expresa analíticamente la descom- 
posición del vector aceleración en P según la tadgente 
y normal en él. Llamando a, y a,, respectivamente, 
dichas componentes, sus módulos son 


_ (ds/dt _ Ivi? 
y јал PTS R 552 Р 


en donde R es el radio de curvatura de la trayectoria 
en el punto P. (Ver Fig. 19-3.) 


Como |a|? = a? + а2 = a? + al, tendremos 


а= аа 


que es otra forma de determinar |а, |. 


(Ver Problemas 4-8.) 


Fig. 19-3 


Problemas resueltos 


1. Estudiar el movimiento definido por las ecuaciones x = cos 27t, у = 3 sen 2лг. Determinar el módulo y dirección de 
los vectores velocidad y aceleración en los instantes (a) / = 1/6 y (b) t = 2/3. 


La trayectoria del movimiento es la elipse 9x? + y? = 9, comenzando, en el instante inicial t = 0, en el punto (1, 0), 
siendo el sentido de circulación el contrario al de las agujas del reloj. 


Primera solución. 
іх + ју = i cos 2zt + 3j sen 2zt 
ајаг = iv, + jv, = —2лі sen 2л/ + бл) cos 271 


mA 


4 
poa 


a Фа = ia, + ja, = —4л?ї cos 2лг — 12л%] sen 2лг 
(а) Para t = сой 
= —\Зтї + Зај а = —2r'i — 6/3 nj 
ју] = Уусу (—V3z)! + (37) = 2437 
tag т = v,v. = —V3, созт = v.|v = —1/2, y т= 120° 
| = Yara = А (27) + (-6/3 а) = 4ута 
(а 9 = а/а, = 3V3, cose = а./а| = —1/2V7, у ө- 25996' 


b) Para г = 2/3: 
e / v = V3ri-3rj у. a = 274+6у37) 


lv] = 2V3-; tagr = —y3, соёт = 1/2 y т=5т/3 
la| = 4V7z'; (аде = ЗУЗ, cose = 1/2/7, y ф = 1996 
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Segunda solución: 


х = cos2rt, v, = dæ/dt = —27 sen2rt, a. = ФхХ/4Ё = —4;* cos 22: 
у = 3sen2rt, v, = dy/dt = бт cos2rt, а, = d'y/d' = —12r* ѕеп 2rt 
(а) Рага / = 1/6: 
v. = —Yir, v, = 3r, ју = Velit = 2ү3с 
tagr = V/V: = — УЗ, совт = ћу] = —1/2 y т= 120° 
а. = – 2, а, = -6V3 r, la| = Val + ai = 4Тг 
tag $ = ама; = ЗУЗ, сове = ал la] = -1/2v7, y ф = 259°6' 


(b) Para t = 2/3: 
v. = Vir, v, = —8$т, [v| = 2V3 т 
tag т = —y3, совт = 4, y т==57/8 
а. = 27%, a, = 6y3x!, |а| = 4y7r* 
ав ф = 3/3, cose = 1/2У7, y ф = 79°6' 


Un punto móvil recorre la circunferencia x? + у? = 625 a una velocidad de módulo |v| = 15 en el sentido contrario 
al de las agujas del reloj. Hallar т, ja] y ф en el punto (a) (20, 15) y (b) (5, —10% 6). (Ver Fig. 19-4.) 


Primera solución. Tendremos 


@) јуј =» + y = 225 

y, derivando con respecto a г, 

(ii) у.а, + "Va, = 0. 

Derivando x? + y? = 625, obtenemos 

(ш) X9, + y» = 0 

у ха, фу + уа, + ri = 0 

° 

(iv) ха„ + ya, = —225 
Resolviendo (1) y (iii) simultáneamente, resulta 

(У) у, = + у 
Resolviendo (ii) y (iv) simultáneamente, resulta 

(v Мн AL Fig. 19-4 


(a) De la Fig. 19-4, у, < 0 en (20, I5). De (у), у, = —9; de (iii), у, = 12. Por tanto, tag t = —4/3, cos t = —3/5, 
y т = 126° 52%, De (vi), a, = —36/5; de (iv), a, = —27/5; y la] = 9. De donde tag ф = 3/4, cos ф = —4/5, y 
$ = 216° 52'. | 


(b) De la figura, v, > 0 еп (5, —104/ 6). De (у), v, = б\/ 6; de (lii), v, = 3. Por tanto, tag т = Y 6/12, sen т = 1/5, 
ут = 11° 32’. De (vi), а, = —9/5; de (iv), а, = 184 6/5; у ја! = 9. De donde tag $ = —2 У 6, cos $ —1/5, 
y $ = 101? 32'. 

Segunda solución. 


De las ecuaciones paramétricas x == 25 cos 0, y = 25 sen 0, obtenemos, en Р(х, y), 
r = 251 cos Ө + 25j sen ф 


y = dr = (—25i sen 6 + 25] cos 0) 49 = —151 sen Ө + 15j cos 0 
dt dt 
ds . . ад - 

а = di = (—15i cos 8 — 15j sen 6) -7 = —91 cos 0 — 9j sen 0 


como |v| = 15 es equivalente a una velocidad angular constante 20/0; = 3/5. 
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(a) En el punto (20, 15), sen 0 = 3/5 y cos 0 = 4/5. 


y = —9i + 12); tag r = —4/3, cos r = —3/5, y r = 126° 52" 
а = —"*/i — *'/,j; la] = 9; tag ф = 2/,, cos ф = —/4, y ф = 216° 52'. 


(b) Enel punto (5, —104/ 6), 5600 = —,V 6 y cos = 1/5. 


y = 6У 6i + 3j; tag r = Y 6/12, cos r = У 6, ут = 11° 32* 
а = —Yd + 1*/,\/ 6j; |а| = 9; tag ф = —2 6, cos ф = —1/5, y ф = 101° 32' 


3. Una partícula recorre el arco del primer cuadrante de la parábola х? = 8y y siendo v, = 2, Hallar |у, т, [а| y ф en el 
punto (4, 2). 


Primera solución. 


Derivando х! = 8y dos veces con respecto а 1, y teniendo en cuenta que », = 2, obtenemos 
2xv, = Ву, = 16 о хр, = 8, у xa, r$ —0 
En (4, 2: у, = 8/х = 2; || = 2 У 2; (авт = 1, созт = фу 2, y v = фл. 
а, = —1; ау = 0; |а| = 1; tag ф = 0, соѕ ф = —l, у ф — m. 


Segunda solución. 


Utilizando las ecuaciones paramétricas x = 40, у = 260%, tendremos 


r = 410 + 2j* 
49 49 2 49 49 1 1 
= 47 + 40 -y = рі + 2) como у = 40 —- HAY =g = — 21 


En el punto (4, 2), 0 = 1. De donde 


у= 21 + 2j; lvl = 2 2; tag t = 1, cos r = фу 2, ут = фл. 
== |а| = 1; tag ф = 0, cos = —1, y ф = л. 


4. Hallar el módulo de las componentes tangencial y normal де la aceleración en el movimiento x = e'cos t, у = e'sent 


en función del tiempo 4. 
r = іх + jy = ie'cos t + je! sen t 


у = ie'(cos t — sen 1) + je' (sen t + cos 1) 
а = —2ie' sen t + 2je'cos t 


De donde |а| = 2е'; 4/4: = | | = Y 2е'у ја | = Id's/dt*| = Y Ze!; ја | = Via? —al = Y 26, 


5. Una partícula se mueve de izquierda a derecha sobre la parábola у = х? a velocidad constante igual a 5. Hallar el módulo 
de las componentes tangencial y normal de la aceleración en el punto (1, 1). 


Como la velocidad es constante, |а,| = |d*s/dt*| = 0. En (1, 1), у = 2x = Хуу ' = 2. 


^1213/2 3 
El radio de curvatura en (1, 1) es R = шанг ан = A y lal -WË = 2/5 


ЕН W 
6. La fuerza centrifuga F ejercida sobre una partícula de peso W en un punto de su trayectoria viene dada рог F = TE јал |. 


Hallar la fuerza centrífuga ejercida por una partícula де 5 kp de peso en los extremos de los ejes de la elipse cuyas ecua- 
ciones paramétricas son x = 20 cos f, у = 15 sen f, siendo las unidades de longitud y tiempo el metro y segundo, res- 


pectivamente. Tómese 2 = 10 m/s?. 
т = 20i cos t + 15j sen! 


y = —20 sen 1 + 15j cos! 


а = —20icos t — 15) sen t 
FO А : : dìs _ APOCO: 
we = M = 400 зеп? г + 225 cost t, di ' /400senit + 225 cos 1 
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En los extremos del eje mayor (? — 0 o t — x): 


la] = 20, а, = Id*s/dr*] = 0, јал! = 20, y F = (5/10)(20) = 10 kp 


En los extremos del eje menor (+ = л/2 01 = 32/2): 


ja] = 15, ја | = 0, |а„| = 15, y F = (5/10)(15) = 7,5 kp 


7. Dadas las ecuaciones del movimiento de un proyectil x = vot cos y, y = vot sen y — 1217, siendo v, la velocidad inicial, 
y el ángulo de proyección, 2 = 10 m/s? y en donde x e у se miden en metros y f en segundos, hallar: 


(а) la ecuación del movimiento en coordenadas rectangulares, 
(b) elalcance, (c) el ángulo de proyección para el alcànce máximo, 
(d) la velocidad e inclinación del proyectil al cabo де 5 segundos de vuelo, si уо = 150 metros por segundo y y = 45°. 


У 
Vo 
x 
о 
Fig. 19-5 
(a) Despejando t en la primera ecuación t = сор у sustituyendo еп la segunda: 
9 


= y A 0 sen -4 A Үд o_a 
У = cos y 28 (сосу ^ 5 уз сост у 


(b) Cuando y = vor sen p — def? = 0, г = 0 y r = (Ју sen y)jg. 


2 
Para t — 2уоѕеп р el alcance = х = y, cos 1 mm) _ va sen 2y 
Ё g 
T 
(с) Para que xsea máximo => = 27900820 | 0, cos 29 = 0, y y фа. 


dy g 


(d) Cuando v, = 150 y y = ўл, x = 75/2 te y = 75 У 2 t — 5%. Por tanto, 
y, = 75у 2 y у, = 754/ 2 — 10; 
Para 1 = 5: у, = 75\/ 2 y у = 754/ 2 — 50. Por tanto, 


tag т = w/v, = 0,5284, т = 27° 48' y |v] = уз + và = 120 m/seg. 


8. Un punto P se mueve sobre la circunferencia x = r cos fl, у = rsen В a velocidad lineal de módulo constante v. De- 
mostrar que, si el radio vector de P se mueve con una velocidad angular w y una aceleración angular a, (а) v = rw y 


(b) а = rv ot + a, 


- ‚48 _ . - 248 . 
(а) v, = —rsen f зр = 77 808 0 Y у = ғ соѕ В зр 7 3908 Ё w. 
у = A v = V (sent B + г*соз* fa = го 
_ Фу _ ‚48 _ „бо _ а _ 
(b) а, = -g = —ғш cos В dr r sen B uoo? cos В — ra sen f. 
_ фо |. . 48 NL _ _ 
а, = = = rw sen f di + reos B 205 то! sen $ + ra cos В. 


а = а + а} = а + а) уа = ғу о + ай 


САР. 19] MOVIMIENTO CURVILINEO 99 


10. 


п. 


1 


> 


13. 


Problemas propuestos 


Hallar el módulo y dirección de la velocidad y aceleración en: 
(а) х= е, y = ем — Де! + 3 parat = 0 

(6) х= 2 — 1, у = 28—1 para г = 1 

(с) x = cos 3t, у = sen t para t = јл 

(d) x = e'cost, y = e'sent parar = 0 


Sol. (a) |v| = W 3,7 = 296° 34; la] = 1, ф = 0 
(b) Ivi = Y 26, т = 101° 19°; |а| = 12, ф = kx 
(с) |v| = У 5,т = 161? 34^; la] = y 41, ф = 353° 40' 
(d) ју = У 2, t = фл; la| = 2, ф = x 


Una partícula se mueve sobre el primer cuadrante del arco de parábola y? = 12x con у, = 15. Hallar v,, |Y|, т; a, ay, |а|, 
y ф en el punto (3, 6). 


Sol. у, == 15, |v| = 15 2,7 = 12; a, = 0, a, = —75/2, |а| = 75/2, ф = 37/2. 


Una partícula se mueve a lo largo де la parábola cúbica y — х2/3 con una componente de velocidad y, = 2 constante, 
Hallar el módulo y dirección de la velocidad y de la aceleración cuando х = 3. 


Sol. |v| = 2 82, т = 83° 40”; |а| = 24, ф = фл 


Una partícula se mueve a lo largo de una circunferencia de 6 metros de radio con una velocidad constante de 4 metros 
por segundo. Hallar el módulo de su aceleración en un punto cualquiera. Sol. |a,| = 0, |а| = |а„| = 8/3 m/s?, 


Hallar el módulo у dirección de la velocidad y de la aceleración así como los módulos de las componentes tangencial у 
normal de la aceleración del movimiento definido por 


(а) x = 3t, у = 9t —3t!, parat = 2 

(b) x = cos t + sen t, y = sen t — t cost cuando г = 1, 

Sol. (а) |v| = ЗА/ 2, т = 72/4; ја] = 6, ф = 37/2; ја] = |а„| = ЗУ 2 
(5) ivi = 1,7 = 1; la] = V 2, ф = 102° 18'; ја = lal = 1 


14. Una partícula se mueve а lo largo de la curva у = $x? — { 10 x de tal forma que x = ¿$e2, t > 0, Hallar у,, s, IVl, т; 


15. 


бїл, Ay, lal, Ф; la;l y ал | cuando / = 1. | 
Sol. v, = 1, у = 0, || = 1,1 = 0; а, = 1, а, = 2, lal = У 5, ф = 63° 26'; las] = 1, lan] = 2. 


Una partícula se mueve a lo largo de la curva у = 2x — x* con una componente de velocidad v, = 4 constante. Hallar 
los módulos de las componentes tangencial y normal de la aceleración en la posición (а) (1, 1) y (5) (2, 0). 


Sol. (а) ја | = 0, |а„| = 32; (b) (а,| = 64/% 5, lanl = 32//5. 


Capitulo 20 


Coordenadas polares 


LA POSICION DE UN PUNTO P en un plano con respecto a un 
punto fijo O del mismo, se puede definir por medio de las 
proyecciones де! vector OP sobre dos rectas mutuamente 
perpendiculares del plano que pasen por O. Este es el sistema 
cartesiano de coordenadas rectangulares. Otra forma de 
determinar el punto en cuestión es por medio de la distancia 
о = OP y el ángulo 0 que OP forma con una semirrecta 
fija OX de origen O (polo). Este es el sistema de coordenadas 
polares. 


Fig. 20-1 


A cada par de nümeros (o, 0) le corresponde un ünico punto, pero esta correspondencia no es 
biunívoca ya que, por ejemplo, al punto P de la figura le corresponden las coordenadas (o, 6 + 2лл) 
у [—o, 0 + (2n + Dix], siendo n un número positivo cualquiera, incluido el cero. En particular, 
las coordenadas polares del polo son (0, 0), en donde 0 puede ser cualquier ángulo. 

La curva cuya ecuación en coordenadas polares es р == /(0) о Fie, 0) = 0 está formada por 
todos los puntos de coordenadas (o, 0) que satisfacen la función o ecuación anterior. 


EL ANGULO y que el radio vector OP forma con la tangente PT 
а la curva en un punto P(o, 0) de ella, viene dado por 

4 оо. йо 

tag y = 0—— = =, siendo о’ = —— 

EV=0 de e e d$ 
El valor де tag y juega el mismo papel en el sistema de 
coordenadas polares, que el de la pendiente de la tangente 

en el sistema de coordenadas rectangulares. 


(Ver Problemas 1-3.) 


Fig. 20-2 


EL ANGULO DE INCLINACION de la tangente a la curva en un punto P(o, 0) de ella viene dado por 


e cos 0 + о sen 0 


авт = — e sen 6 + о cos 0 


LOS PUNTOS DE INTERSECCION de dos curvas de ecuaciones 
Q-—f(0 y 02-70) 


se hallan resolviendo el sistema 
S8) = 70) 
Ejemplo 1: 
Hallar los puntos de intersección de o = 1 + sen ô уо = 5 — 3 sen 6. 


Igualando 1 + sen 0 = 5 — 3 sen 6, obtenemos sen 8 = 1. 


Por tanto, 0 = фл y (2, фл) es el único punto de intersección. 


100 


(Ver Problemas 4-10.) 


(2) 
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Cuando el polo es un punto de intersección puede ocurrir que по aparezca entre las soluciones 
де (1). El polo es un punto de intersección siempre que haya valores de 0, 6, y 0,, para los cuales 


Лб) = 0 y 740.) = 0. 


Ejemplo 2: 
Hallar los puntos de intersección de о = sen ĝ y o = cos 0. 
De sen 0 = cos 6 (1) 


se obtiene el punto de intersección (v2, 2, іл). Ahora bien, en este caso, las curvas dadas son circunferencias que 
pasan por el polo y, sin embargo, este punto no es solución де (7) porque sus coordenadas, en la ecuación о = sen б, 
son (0, 0), mientras que en la ecuación р = cos 0 son (0, ёл). 


Ejemplo 3: 
Hallar los puntos de intersección de о = cos 20 y o = cos 6, 
Igualando cos 20 = 2 cos? 0 — 1 = cos 0, obtenemos (cos 0 — 1)(2 cos 0 + 1) = 0. 


De donde 6 = 0, 2л/3, 4л/3, y los puntos de intersección son (1, 0), (—4, 2л/3), (—+, 4x/3). El polo es también 
un punto de intersección. 


EL ANGULO DE INTERSECCION ф de dos curvas en un punto 
de intersección P(o, 0), que no sea el polo, viene dado por Ca 


_ tag y; — tag ys 
es | + tag y, tag Ya 


siendo y, y y, los ángulos que forma el radio vector OP con 
las respectivas tangentes a las curvas en P. 

Como vemos, el procedimiento de calcular este ángulo 
es análogo al utilizado en coordenadas rectangulares sin 
más que sustituir las pendientes de las tangentes por las tan- 
gentes de los ángulos que el radio vector forma con las tangen- 
tes a las curvas en el punto de intersección. Fig. 20-3 


Ejemplo 4: 
Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas о = cos Ө y о = cos 20, 
Los puntos de intersección ya se calcularon en el ejemplo 3. 


En el polo: este punto viene dado рог 0 = ўл de la curva о = cos 0 y рог 0 = л/4 y 3л/4 de la о = cos 20, Por 
tanto, en el polo habrá dos intersecciones, siendo el ángulo agudo de cada una de las curvas dadas a іл. 


Para о = cos 0 Para о = cos 20 


tag y, = — cot ô tag y, = —4 cot 20 


En el punto (1, 0): tag y, = — cot 0 = со y tag y, = со, Por tanto, y, = y; = ілу ф = 0. 


En el punto (—1, 22/3): tag y, = V 3/3 y tag v, = —'V 3/6. tag 0 = М3 3 уз = 34/ 3/5 y elángulo agu- 


do de intersección es ф = 46° 6'. 
Por simetría, este es también el ángulo agudo de intersección en el punto (—1, 47/3). 


(Ver Problemas 11-13.) 


d 
LA DERIVADA DE LA LONGITUD DE ARCO viene dada por 5 = Ме + (o')* siendo о’ = d 


haciendo el convenio de que al aumentar 0 también lo hace s. 
(Ver Problemas 14-16.) 
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2 „үз __ ” 
LA CURVATURA де una curva se expresa por K = NUES: 
(Ver Problemas 17-19.) 


MOVIMIENTO CURVILINEO. Supongamos que una partícula P se mueve a lo largo de una curva 
cuya ecuación, en coordenadas polares, es о = /(0). Expresando la ecuación de la curva en forma 
paramétrica: 


x = 0с056 —g(0), y = озеп 0 = #(6) 
El vector de posición de P es 
r = OP = xi + yj = оісоѕ 0 + oj sen 0 = oli cos 0 + j sen 0) 


y el movimiento de P se puede estudiar como se hizo en el Capítulo 19. 


Otro procedimiento es expresar r y, por tanto, v y a, en 
función de los vectores unitarios segün el radio vector de P 
y su perpendicular. Veamos cuál es la expresión del vector 
unitario en la dirección de r. 


цо = i cos 6 + j sen 0 
cuyo sentido es el de crecimiento de o; el vector unitario 
segün la perpendicular a r con el sentido del crecimiento 
de 0, viene dado por 


шө = —i sen 0 + j cos 0 


A partir de estas expresiones es fácil llegar a las siguientes: 


du, _ du, d0 e 49 due БЭЭР" do 
a ® d са У а "d 
Пе 


r = бо 
Como se demuestra en el Problema 20, 


d 4, 49 
v= =p + eu -y == Vole + Vole 


y 
dy d?o 40 | 460 do 40 
-F = + | - (2 ЛЕГ ав 0 5 
= ао + dele 
do 49 : Зе : 

Aquí, ve = ae Y = egr Son, DN las pop Qu de v en la dirección del radio 

t dicul iend = 9% 22 , las correspon- 
vector y en su perpendicular, siendo а; = = 2 аб = па 2x + 2. "de p 


dientes componentes de а. 
(Ver Problema 21.) 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que tag y = o r1 siendo y el ángulo formado, en el punto P(e, 6) de la curva о = f(0), por el radio vec- 


tor OP y la tangente PT. 
En la Fig. 20-5, Q(o + Ло, 0 + 40) es un punto де la curva muy próximo a P. Del triángulo rectángulo PSQ, 
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lagi SP 2 5Р 26 e sen 40 
502 00 — OS о + Ло — ecos 40 
o 46 
2 р sen 49 Я 40 
e(1—cos 40) + de ___ 1—со5 40 4p 
tq ~ 28 
Ahora bien, cuando Q — P alo largo де la curva, 40 — 0, 
ОО > ОР, РО РТУ Z А» Z y. 
sen 10 1 — cos 40 
Cuando 40 — 0, ED >1 XC Y > 0 (ver Ca- 
pítulo 12). 
267 PM аай 
De donde, tag y = а tag à = 2048 eTo у 


Calcular tag y en los puntos dados en las funciones de los problemas 2-3. 
2. о=2 + соѕ 0; 0 = 7/3, (Ver Fig. 20-6.) 


Рага 0 = 2/3: 2 = 2 + $ = 5/2, о’ = —ѕеп ô 


—V 3), y tag v = ele” = —5/V3. 


Fig. 20-7 


3. p=2sen 30; 0 = л/4. (Ver Fig. 20-7.) 
Рага 0 = 1/4: о = (1/42) = VÍ, о' = 6 cos 30 = 61/42) = —3V/2, y tag у = ele" = —1/3. 
_ ecos + р’ send 
4. Demostrar que tag 7 = a SENE Fo’ cos 8 
De la figura del Problema 1, т = y +0 y 


pube semp 
23 _ Лаву +1а2д _ до cos 0 
tagt metas г геа рав 1 40 send 
— e de озб 
йо 
Ра осо 0-Б а e 0 cos @ + o'sen& 
Le cos 6 — o sen 0 —psen 60 + o' соѕ 0 


5. Demostrar que si о = f(0) pasa por el polo y Ө, satisface a la ecuación f (0,) = 0 
la dirección de la tangente а la curva en el polo (0, 0,) viene dada por 0,. 


En (0,0): о=0 y e” = 7). 
528: T осозе + о’зепӣ 
Sip" #0: tagr = o senó + 0' cos Ó 
0 + sen 8, (6) 
ын rosa ЗА ДЕБ 22 9 
DF cos ^ "8^ 


Ру oq 3600:7(0) _ 
Sip" = 0: їайт = 10 cos 6:70) = 1886, 


Fig. 20-8 
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En los Problemas 6-8 hallar la tangente de la curva dada en el punto considerado. 
6. p--1—cos0; 0 = kx, Ver Fig. 20-9. 
Рага 0 = фл: зепб = 1, соз 0 = 0, о = 1, р’ = зепб = 1, y 


tagr = ecos0 + р'зепд _  1:0-F 1*1 2-1 
87720 юмб gcos -1:141:0 ` 


Fig. 20-9 Fig. 20-10 


7. о = cos 30; polo. Мег Fig. 20-10. 
Cuando o = 0, cos 30 = 0. Por tanto 30 = z/2, 3л/2, 5л/2, y 0 = л/6, л/2, 5л/6. 


Del Problema 5, tag t — 143, oo, y —1/4/3. 


8. 00=a,0=x/3. 
Para 0 = z/3: sen 0 = 4/3/2, cos 0 = 4, o = Зајл, y 0' = —a[0* = —9a[n*. 


0 cosÜ + o' sen a—3V 3 
tag v = — — == - 
— о sen 6 + о’соѕ 0 M32 + 3 


9. Hallar los puntos еп los que la tangente a Ја curva o = 1 + sen д es hori- 
zontal o vertical 


(1 + sen 0) cos 0 + cos 0 sen 0 
—(1 + sen 8) sen 0 + cos? 0 


2 cos 0(1 + 2 sen 0) 
(send + 1)2sen8 — 1) 


En P(o, 6): tagt = 


(a) Haciendo cos 6 (1 + 2 ѕеп 0) = 0 obtenemos: 
8 = 1/2, 32/2, 7л/6, y 117/6. 


Siendo (sen 0 + 1) (2 зепд — 1) = 0 obtenemos: 
6 = 37/2, л/6, y 5л/6. 
(b) Para 0 = 1/2: Hay una tangente horizontal en (2, л/2). Fig. 20-11 


Para 0 = 7л/6 y 11л/6: Hay tangentes horizontales en los puntos 


Para 0 = 1/6 y 51/6: Hay tangentes verticales en (3/2, 1/6) y (3/2, 5л/6). 


Para 0 = Зл/2: Ver Problema 5, hay una tangente vertical en el polo. 


10. Demostrar que el ángulo que forma el radio vector de un punto cualquiera de la cardioide o = а — cos 6) con la 
curva, es la mitad del que forma el radio vector con el eje polar. 


Dado un punto cualquiera Р(о, 0) de la cardiode, tendremos: 


e” = азепб, y tag v = о/о” = (1 — соз 6)/ѕеп 0 = tag 30 o у = 10 
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п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Еп los Problemas 11-13 hallar los ángulos де intersección de los pares de curvas dadas. 


о = 3 cos 0, o = 1 + cos 0, 


(a) Resolviendo o = 3 cos 0 = 1 + cos 0 obtenemos los puntos de intersección 
(3/2, 1/3) y (3/2, 5513). Las curvas se cortan también en el polo. 


(b) Para о = 3cos 0: о’ = —3senÜ y tag y, = — cot. 
‚ 1 + соѕ 0 
Para о = 1 + соѕ 0: р' == —senO y tag ye = —— n 
(с) Para 0 = л/3: tag y, = —1/V3, tag ya = —V/3, y (авф = 1/\/3. Fig. 20-12 


El ángulo agudo de intersección en el punto (3/2, л/3) y por simetría en el (3/2, 57/3), es л/6. 
En el polo: Gráficamente o teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, se puede ver que las curvas dadas son 


ortogonales. 
о = sec? 36, о = 3 csc? 40. 
(a) Resolviendo 0 = sec? 10 = 3 csc? 40 obtenemos los puntos de intersección (4, 22/3) y (4, 47/3). 
(b) Para р = sec? $40: ро’ = sec? 40 tagj0 y tag y, = cot 40, 

Para o = 3 csc? 40: о’ = —3 csc? 40 cot 40 y tag y, = — tag $0. 


(с) Para 0 = 2n/3: tag wy, = 1/4 3, tag y, = — МЗ, у $ = фл. Las curvas son ortogonales. 


о = sen 20, o = cos 6. 
(a) Las curvas se cortan еп los puntos (\/ 3/2, л/6), (—4/ 3/2, 57/6), y en el polo. 
(b) Para о = sen 20: р' = 2cos 20 y tag y, = $ tag 20. 
Para о = соѕ 6: о” = — зепб y tag y, = — cot 0. 
(с) Рага 0 = n/6: tag y, = V/3/2, tag y, = — УЗ, y tag ф = —3V/3. El ángulo agudo de intersección en los pun- 
tos (4/3/2, 1/6) y (—\/ 3/2, 5n/6) es ф = arc tag 3/3 = 79'6'. 
En el polo, los ángulos agudos de intersección son 0° y à. 


Hallar ds/d0 en el punto P(o, 0) en los Problemas 14-16. 


Q — cos 20. 
о’ = —2sen20 у 05/40 = У p? + (0) = vV cos? 20 + 4 sen* 20 = 4/1 + 3 sen! 20. 


el + cos 0) = 4. . 
озепбд _ 45600 
1 + созбд (І + соѕ 0)? 


ds arm _ 4v2 
dé — po (1 + cos 0%? 


-- sen 0 + e'(1 + cos 0) = 0. De donde р’ = y 


о = sen? 40. Hallar ds/dÓ para 0 = 3л. 
о’ = sen? {0 соѕ 40 y 45/40 = ^/'sen* 10 + sen! 10 cos? 40 = sen? 10. 


Para 0 = dx, 45/40 = sen? {л = 1/4. 


о? + 20 — оо" 
CECI С ` 
Por definición, K = dr/ds. Сото т = 6 + ур у 


de dó , dy _ dó , dv 22 
ds ds ds ds 49 ds ds 


Demostrar que К = 


dy : x e 
1+ 20 siendo y = arc tag a 
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dp 9) ре) (o) рр” 


dy dy _ (0) — po" | р*+2(р')#—рр” 
de ^ dtG T во Y ta Tit Aror + (p 
де dyN _ 1+ dy/de _ 1+ dy/de _ +20)? ор" 
Por tanto, K = —11+—- | = — <= аи 
da de da/de VAT (o {о? + (op? 
18. о = 2 + зепб. Hallar la curvatura en el punto P(e, 0). 
_ p'2(p'— рр” | (2+ sene)? + 2cos*6 + (sen&)(2-- sene) _ 6(1 + sens) 
(pt + (o) = {(2 + sen ey + cos? nU ин (5 + 4 sen ey 
19. o(1 — созд) = 1, Hallar la curvatura en 0 = x/2 y en 0 = 4n]3. 
' = __- пе _ n _____— сове 2 sen? 8 
Р а — cos 9)? , р T (1 — сов 9)? (1 — сов 9) , у К = $еп 3 Jo. 


Para 0 = л/2, K = (1/42) = y 2/4; para 0 = 4л/3, К-(43/2) = 34/3/8. 


20. А partir de la relación r = оц„, deducir las fórmulas de у y a en función де и, y us. 


г = pu, 

> ЧЕ афо p de 
V 7 dt чш ^ P dt uoge T Ре р 

_ ду _ dp dp de 426 dp де ( Фү 
a = dt чән T Чеде ae | ege + "eqide РЧ de 


ola- (и) | [rnm tti] 


21. Una partícula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj а lo largo de la curva о = 4 sen 20, siendo 


40] = 4 radianes por segundo. (а) Expresar v y a en función de и, y us. (b) Calcular |v| у ja] para 6 = л/6. 


r = 4 зеп20 u,,  dp/dt = 8 cos28 de/dt = 4 соз 26, ааб = — 4 sen 20 
(a) v = и, de + ou, d* = 4и, cos 28 + ги, sen 26 


Аа Ж СЭН 21113 


=  — Du, sen 20 + Аџ, cos 26 


_ _ УЗ, , 1, 1, , V3, УЗ. 5. 19, V3. 
(b) Рага ð = 7/6: u = -zÍ tjl, u = -3i + у). v=-z itgi а = -qi-- gi. 


ју = УТ, lal = 4v5. 


Problemas propuestos 


Calcular tag y en los puntos dados, en los Problemas 22-25. 


22. о = 3 — sen Ө para 0 = 0, 0 = 3л/4 Sol. —3, 3V2 — 1 
23. о = a(l — cos 6) para 0 = л/4, 6 = Зл/2 Sol. /2—1, —1 
24. 0(1 — cos 0) = a para 6 = 2/3, 0 = 5л/4 Sol. —V3/3, 1 + V2 


25. 0! = 4 ѕеп 20 para 0 = 5л/12, 6 = 2л/3 Sol. — 43, МЗ 
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Calcular tag т en los Problemas 26-29. 
26. о = 2 + sen para 6 = л/6 Sol. —3 УЗ 28. о = sen? 0/3 рага 0 = л/2 Sol. — УЗ 
27. o? = 9 cos 20 para 6 = n/6 501. 0 29. 20(1 — sen 0) = 3 para 0 = л/4 Sol. 1 + 4/2 


30. Hallar los puntos де la curva o = sen 20 еп los que la tangente es horizontal o vertical. 
Sol. Т.Н. en 0 = 0, л, 54"44', 125216”, 234944”, 305716” 
T. V. en 0 = л/2, Зл/2, 35716”, 144°44', 215716”, 324744” 


Hallar los ángulos agudos de intersección de las curvas dadas en los Problemas 31-33. 


31. о = sen 0, о = sen 20 Sol. ф = 79*6' para 6 = л/3 y 51/3; ф = 0 enel polo. 

32. о = V2sen0, о° = cos 20 Sol. ф = л/3 para Ө = 7/6, 5n/6, ф = лј4 en el polo. 

33. о? = 16 зеп 20, о? = 4 csc 20 Sol. ф = л/3 en cada intersección, 

34. Demostrar que cada uno de los pares de curvas siguientes se cortan en ángulo recto en todos los puntos de intersección. 
(а) о = 4cos0, о = 4sen8 (c) 0? cos 20 = 4, p* sen 20 = 9 
(b) o =e, p= (d) о = 1 + совб, о = 1 — cos 0 

35. Hallar el ángulo de intersección de las tangentes a о = 2 — 4 sen 0 en el polo. Sol. 27/3 


36. Hallar la curvatura de cada curva en el punto P(o, 0): 
(а) 0 —e?, (b) о —sen8, (с) y? —4cos20, (d) о = 3 ѕепӨ + 4cos 8, 
Sol. (a) 1/СУ 269), (b) 2, (с) ЗУ cos 20, (d) 2/5 


37. Sea о = f(8) la ecuación en coordenadas polares de una curva y s la longitud de arco a lo largo de ella. Partiendo de 


v ње : ds (4ахү ау M FIEL 5 
x = д cos 0, у = о ѕеп 0 y teniendo en cuenta que (5) = (5 + (5) , demostrar que | dél = о? + (07%. 


38. Suponiendo que s aumenta en la dirección creciente de 0, hallar 25/40 en las curvas siguientes: 
(а) о = асоѕ0, (b) о = all + cos 6), (c) о = cos 26. 
Sol. (a) a, (b) ау2 + 2 соѕ 6, (c) V1 + 3 sen? 26. 


30. La Вл де m partícula que se mueve a lo largo de la curva о = f (0) viene dada, en función del tiempo 4, por 
о = e(0,0 = 10). 


E е z do ү? a CA AY do \? 
(a) Multiplicar la relación obtenida en el Prob. 37 por (2) para obtener у? = (2 =0 (2) + (5) : 
40 d0/dt 1 de 


(b) A partir de tag y — P = p obtener sen y — =. 2 y cos y = de 


due 40 du — ад 
40. Demostrar que cg m pg —d ОЛ “eg 


41. Una partícula se mueve sobre la cardioide о = 4(1 + cos 0) con 40/4; = л/6 radianes por segundo. Expresar v y а en 
función de u, y us. 


л? 


2 
9 uj (1 + 20080) — 27 ug sen 0 


Sol. у = — 2 usen 0 + 27 wy (1 + cos 0), а = — 


42, Una partícula se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj sobre la curva ро = 8 cos 6 con una velocidad 


constante de 4 unidades de longitud por segundo. Expresar v y a en función de u, y us. 
Sol, v = — 4u, sen 0 + 4ug cos 0, а = — 4u, cos 0 — 4ug sen 0 


43. Si una partícula de masa m se mueve a lo largo de una trayectoria por la acción de una fuerza F constantemente dirigida 


: : 1 
hacia el origen, Е = та, о sea, а = mE de manera que ag = 9. Demostrar que cuando as = 0, о? 2 = k (constante) 


d 
y la velocidad con que el radio vector barre el área comprendida por la curva es constante. 


E 


Una partícula se mueve a lo largo de la curva ọ = 2 
constante definida en el Problema 43 anterior. 


ke 1 
——— ——z4 con ав = 0. Demostrar que а, = — — —, Siendo k la 
1 — cos 0 28 pemo quese 0%” 


Capitulo 21 


Teoremas de valor medio 


TEOREMA DE ROLLE. Si una función f(x) es continua en el intervalo cerrado a < x < b, derivable 
en el intervalo abierto а < x < b y además Да) = f(b) = 0 existe al menos un valor de x, x = хе, 
comprendido entre a y b en el que se verifica f'(x) = 0. 


La interpretación geométrica de este teorema es: si una curva continua corta al eje x en dos 
puntos x = a y x = b existe al menos un punto x = x, comprendido entre a y b en el cual la tan- 
gente a la curva es paralela al eje x. (Ver Fig. 21-1.) 


(La demostración se encuentra en el Problema 11.) 


Corolario. Si f(x) es una función que cumple las condiciones dichas anteriormente en el teorema 
de Rolle, salvo que Да) = f(b) + 0, existe al menos un valor de x, х = ху comprendido entre a y b 
en el que se verifica f'(x) = 0. (Ver Fig. 21-2.) 


(La demostración se encuentra en los Problemas 1-2.) 


(xo, 9) 


Fig. 21-1 Fig. 21-2 


TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado a < x < b 
y derivable en el intervalo abierto a < x < b, existe al menos un valor de x, x = x», comprendido 
entre a y б en el que se verifica 


fb) — Ло) _ y Y 
ba =f (xp) 


Р, (Ь, 7(5)) 


Geométricamente, significa que si P, y Р, son Pa, [(а)) 
dos puntos de una curva continua, existe al menos 
un punto de la misma comprendido entre P, y P, 
en el cual la tangente es paralela а la recta P,P,. 
(Ver Fig. 21-3.) 


(La demostración se encuentra en el Problema 12.) D] 


g|- — == 
o| ——— - -- = 


El teorema del valor medio admite varias ex- Fig. 21-3 
presiones de gran utilidad: ий 
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() ДЬ) = f(a) --(b—a)-f'(x),  xpentre a y b. 

Por un simple cambio de notación se llega a 
(II) К) = Ка) --(x-—a)*f'(x), | xoentreay x. 

De la Fig. 21-4 se deduce que x, = a + 66 — a), ER шшш ш 
siendo 0 < 0 — 1. Efectuando esta sustitución, (1) ad- 0 48 ze x. 
quiere la forma Fig. 21-4 
ай ЛЬ) --Да)-4-0-0 Г ја --0(b—a) 00-11 

Poniendo (b — а) = ћ, (III) obtenemos 
(IV) Ла 4- h) = ја) + h*f'(a +0h), 0<0<1 


Finalmente, poniendo а = x y h = Ax, (IV) llegamos a 


(V) f(x + Ах) = Дх) + Ах Г (х --0- Ax) 0<0<1 
(Ver Problemas 3-9.) 


TEOREMA DE CAUCHY. Si f(x) y g(x) son funciones continuas en el intervalo cerrado a < x < b 
y derivables en el intervalo abierto a « x « b, siendo g'(x) = 0, existe al menos un valor de 
X, X = хо, comprendido entre a y 5 en el que se verifica 


ЛЬ —Ла) _ Гбо) 
g(b)—gla) (ху) 


En el caso particular de que g(x) = x, este teorema coincide con el del valor medio 


(La demostración se encuentra en el Problema 13.) 


GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Si f(x) y sus (n — 1) primeras derivadas 
son continuas en el intervalo cerrado a < x < b y existe la derivada n-sima f? (x) en todos los 
puntos del intervalo abierto a < x < b, hay al menos un valor de x, x = хе, comprendido en- 
tre a y b en el que 


(VI) f) = f) + 1€ e a) + LA (рај + >>: 
19:54 yaya £69 qo 


Ver la demostración en el Problema 15. 


Al sustituir b por la variable x, (VI) obtenemos 


(VID м) = ла 19 а) + 0 aa + 
+ = " (x — ay! + == Ў“ Ou (x— a), xp entre a y x. 
Cuando a se sustituye por 0, (VIT) se transforma en 
A ын 2 25 ха SPO „~ Lo) 
(VIII) Дх) = Хр + тс: xe pr 


xy entre O y x. 
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Problemas resueltos 


Hallar el valor de х, que cumple las condiciones del Teorema de Rolle, siendo f(x) = x? — 12x en el intervalo 
0 <x <23. 


f'(x) = 3x? — 12 = 0 para x = +2; por tanto, x, = 2 es el valor buscado. 
х? — 4х 
х +2 


(а) f(x) = 0 para x = 0,4. Como f(x) es discontinua en х = 2, que es un punto del intervalo 0 < x < 4, по зе puede 
aplicar el teorema. 


877 
¿Se puede aplicar el Teorema de Rolle a las funciones (a) f(x) = € у (6) (х) = 7 


(b) f(x) = 0 para x = 0,4. En este caso, f(x) es discontinua en x = —2 que no pertenece al intervalo 0 < x x 4. 


ГО) = (x? + Ax — 8)/(x + 2)! está definida en todos los puntos del intervalo excepto en x = —2. Por tanto, se 
puede aplicar el teorema y el valor pedido es x, = 2(4/3 — 1), que es la raíz positiva de la ecuación x* + 4x — 8 = 0. 


Hallar el valor de x, que cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo f(x) = 3x* + 4х — 3,а = 1, Б = 3. 


Aplicando (1) con f(a) == /(1) = 4, f(b) = fB) = 36, f'(x.) = 6x4 + 4 y b —a = 2, resulta 36 = 4 + 2(6х, + 4) 
= 12x, + 12, de donde x, = 2 


Aplicar el teorema del valor medio para calcular, aproximadamente, 4765. Haciendo f(x) = Vx, a = 64, b = 65 y 
aplicando (1), se obtiene: /(65) = /(64) + (65 — 64)/6Х5/5, 64 < xp < 65, Como x, no se conoce, tomamos x, = 64; 


por consiguiente, resulta de forma aproximada, 4765 = 4/64 + 1/(6%/ 64°) = 2 + 1/192 = 2,00521. 


Se mecaniza un taladro circular de 4 centímetros de diámetro y 12 centímetros de altura en un bloque metálico, de manera 
que se aumenta su diámetro hasta 4,12 centímetros. Hallar el volumen de metal eliminado. 


El volumen (centímetros cübicos) de un cilindro circular de radio x centímetros y altura 12 centímetros es 
V = f(x) = 12лх?, El volumen que queremos calcular es f(2,06) — f (2). Según el teorema del valor medio. 


/(2,06) —f(2) = 0,06 / (хү) = 0,0624zx), 2 < xo < 2,06 
Tomando x, = 2; tendremos, aproximadamente, f (2,06) — f(2) = 0,06(24z · 2) = 2,88л стз. 
Suponiendo que la función у = f(x) cumple las condiciones del teorema del valor medio, siendo a = x, b = x + Ах, 
demostrar que Ду = f'(x) * Ax, aproximadamente. 
Tendremos Ду = f(x + Ax) — f(x) = [x + Ax —x]-f'(xp, x < xo < x + Ах. 


Tomando x, = x; tendremos, aproximadamente Ду = f(x) Ax. 


Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que sen x « x para x > 0, 
Como sen x < 1, sen x < x cuando x > 1. Tomando f(x) = sen x con 0 < х < 1 y aplicando (Н); tendremos 
sen х = sen 0 + x COs xo = xcosx, ОС xo,«x 


Ahora bien, en este intervalo, cos xo < 1 y x cos xo < x; por tanto, sen x < x. 


Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que 1 Ё z « In (1 + x) < x para —1 < x < 0 y para x > 0. 
Aplicando (IV) con f(x) = Inx, a=1 y А = x; tendremos 
| ш(1+х) = In1-- x 1 === 0«0«1 
52 1+0x  1-40х" 
Cuando x > 0, 1< 1+0x< 1 + x; por tanto, 1 > ! > : x> E 
E PP Ё 1 + 6x їїх У 1 + бх 1+ х 
1 1 х 


Cuando —1« х < 0, 1> 1 + 0x » 1 + x; por tanto, 1 < 


х 
14 өх ~ 1-х У das 16x ^ 1+х' 


En ambos casos «x y In(l--x) = « x; también, In (1 +x) = 


286238 ЭГ M Er М 
TF Өх ТФ о 1-х У 
« In(1 + x) < x cuando —1« x< 0 у cuando x > 0, 


СЭ, 
"14 х 


ы > - 5 Por tant 
IG 8x € d Ex 9: 


x 
1+х 
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9. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que Y1+x<1 + фк para —1 < x < 0 y para x > 0. 


Tomando f(x) = Vx y aplicando (IV) con a = 1, Р = x, tendremos 


Aer uper dr ЕЕЕ о<0<1 
2V 1 + Ox 


Е ; cuando —1« x< 0, М1 + 0x» М1 + x 


Cuando x > 0, Vli + 6х < Vl+x у = > 
24/1 Ox 2V1-t x 


х х 


y а ----шш-. 
241-0х 2у1-х 


En ambos casos, М1+х=1+ NTC: >1+ e] Multiplicando la desigualdad por 4/1 + x > 0, 


МТ + Өх 24/14 x 
tendremos 1 + x» YVl+x+d4x y М1+-х<1+5%. 


Hallar el valor de x, que satisface las condiciones del teorema de Cauchy, siendo f(x) = 3х + 2, 20) = х? +1, 
1<х<4. 


El valor de x, debe ser tal que: 


LO — Ја) — f(—f(D _ 14—5 _ 2 
г(5)--8(а) £(4) — 201) 17 —2 5 g'(xo) 2x, 


De donde 2х, = 5 y х, = 5/2. 


10 


з _ Ро 3 


11. Demostrar el Teorema de Rolle: Si una función f(x) es continua en el intervalo cerrado a < x < b, derivable en el 
intervalo abierto a « x < b, y además f(a) = f(b) = 0, existe, al menos, un valor x = x, comprendido entre a y 8, en 
el que se verifica f'(x) — 0. 
Si f(x) = 0 en el intervalo, también lo será f'(x) = 0 y, por tanto, el teorema estará demostrado. Еп los demás 
casos, f(x) será positivo (negativo) en algún punto del intervalo y, por consiguiente (ver Propiedad II, Capítulo 3), habrá 
un valor x = xp, a < х, < b, para el que corresponde un máximo (mínimo) relativo y f'(x,) = 0. 


12. Demostrar el teorema del valor medio: Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado а < x < b y derivable en 
el intervalo abierto a < x < b, existe, al menos, un valor de x, x = x, comprendido entre а y b, en el que se verifica 
/®)—/(а) ,. 
b —a ex f (xo) 5 
5 | ut : |f —f(o 
En la Fig. 21-3, la ecuación de la secante P,P, es y = f(b) + K(x — b), siendo К IW PI, En un punto cual- 
quiera х del intervalo a < х < b, la distancia vertical de la secante a la curva es Р(х) = f(x) — f(b) — K(x — b). Ahora 
bien, F(x) satisface las condiciones del teorema de Rolle (como fácilmente se puede comprobar), con lo que F'(x) 
= f'(x) — K = 0 en algún х = x, comprendido entre a y b. Por tanto, 
ny _ЈФ»у— Ха) 
K = Ја) ==, 
como queríamos demostrar. 
13. Demostrar el teorema de Cauchy: Si f(x) y g(x) son funciones continuas en el intervalo cerrado a < x < b y derivables 


en el intervalo abierto а < x < b, siendo g'(x) 5 0, existe, al menos, un valor de x, x = ха, comprendido entre a уд, 
en el que se verifica 


fb)—f(a _ Fo) 


#06) — #()ў 8049 


Supongamos que g(b) = g(a); según el corolario del teorema de Rolle, g'(x) = 0 еп algún x comprendido entre a у b, 
lo cual es contrario a la hipótesis; por tanto, 2(5) + g(a). Hagamos тога == К (constante), у formemos la función 


Р(х) = f(x) —f(b) — Klg(x) — s(5)] 


Ahora bien, esta función cumple las condiciones del teorema de Rolle (como fácilmente se puede comprobar) y, por 
tanto, F'(x) = f'(x) — K g'(x) = 0 al menos para algún valor de х, x = хе comprendido entre a y b. Así pues, 


к= ГОО. Л) — Ја) 
8 (54) &(b) — &(a) 


como queríamos demostrar. 
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14. Un arco РО de la curva у = f(x) es cóncavo en la región situada por encima de la cuerda PQ y convexo por debajo de 
ella. Demostrar que si f(x) y f'(x) son continuas en el intervalo cerrado а x < 5 y f'(x) tiene el mismo signo en el 
intervalo а < x « b, se verifica: 


(D Убх) еѕ сопсауа епе1іліегуаіоа < x < b cuando f''(x) > 0, y 


y = f(x) 


Gi) f(x) es convexa en el intervalo a < x < b cuando f" '(x) < 0. 


Pla, 
(а, f(a)) B 


La ecuación de la cuerda PQ que une los puntos Pla, f(a)] 
y ОЬ, (6) es: у = /(а) + (х—а) О — D. sean А y B los 


puntos sobre el arco y sobre la Хас пне: cuya 
abscisa es x = с, a < с < b; las ordenadas correspondientes 
serán f(c) y 


(Q(, f(b) 


fla + e—a + o = 40-49 us Е: t —a):f(b) 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
0) Tendremos que demostrar que | 
b 


(b — c): /(а) + c —2) f) 


b—a 


Је) < 


HO — ле Fig. 21-5 


16) E (c) 


cuando f(x) > 0. Según el teorema del valor medio, ——  —— — 


= f (E), siendo Ё un punto comprendido entre c y a y 
= f (7), en donde ђ es un punto comprendido entre c 2 b. Сой Го) > 0 en el intervalo a < x < b, f'(x) será una 


Го) — Да) _ f)—f(o 


función creciente en el intervalo у f(E) < f'(5)). Рог tanto, UH < р de donde se deduce 


(b — с) /(а) + (с—а) · 7Ф) 


b—a 


Ро < 


como se quería demostrar. 


La demostración de (ii) se deja como ejercicio para el alumno. 


15. Demostrar que si f(x) y sus (n — 1) primeras derivadas son funciones continuas en el intervalo cerrado a < x < b 
y f? (x) está definida en el intervalo abierto a < x < b, existe un valor de x, x = ху, comprendido entre а y b, en el 
que se verifica: 


£ a Р. 00) f“ (a) (b 


(a—Dn' 


En el caso particular de que л = 1, se obtiene el teorema del valor medio. La demostración que se hace seguida- 
mente es análoga a la del Problema 12. Sea K un número tal que se verifique: 


F(b) = fla) + 7 Ф — а) + (b—ay + +++ + (6 — а)" + Ф—а) 


FU) 
n! 


OQ O-st @Ф—а+ A aae oe D ау + КЬ ау 
y consideremos 
FQ) ~ 0) 70 + EP ®— 49 694 ОРОО ф—ху Кау 


Ahora bien F(a) = 0 por (i) y F(b) = 0. Por el teorema de Rolle, existe un x = xp, siendo a < хо < b, tal que 


FG) = Га) + UY 0) b —x) —f"G9) + d “09 5 x)! — (ху) 6 —x9| 


1909 6 ура. 1769 3 . 
t OI ДЕУ O] — Kb — ag 
tn) 
= 00 xy — Kb — x)" 0 
Entonces K — с, e (1) se convierte en 
sO = f) + IO 6-04 T ao PI gap 709 a. 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


25. 


26. 


27. 


Problemas propuestos 


Hallar un valor x, que cumpla las condiciones del teorema de Rolle para las funciones 
(а) (х) = xi—4x + 3,11 < х < 3 | Sol, xy =2 
(b f(x) = ѕепх, О< х <л Sol. xo = {л 
(с) f(x) = cos x, 1/2 < x< 3nj2 Sol. xy = я 
Hallar un valor x, que cumpla las condiciones del teorema del valor medio para las funciones 
(а) у= х? 0x x «6 Sol. x, = 2/3 
(5) y = ах + Бх + с. x, X x < ха Sol. xy = Мх, + x) 
ге — 1 

= <х< Хш ср 
(с) y =Inx. 1x x x 2e Sol. х, 112 
Obtener un valor aproximado de (a) 4/15, (b) (3,001), (c) 1/999, aplicando el teorema del valor medio. 


Sol. (a) 3,875, (b) 27,027, (c) 0,001001 


Aplicar el teorema del valor medio para demostrar que: 


(а) tagx>x,0<x «460901 < Arc tag x < x, x > 0; (с) x < Arcsen x < 


Demostrar que | f(x) — f(x) | < іх — x,!, siendo x, un número cualquiera, cuando (a) f(x) = sen x, (b) f(x) = cos x. 


Aplicando el teorema del valor medio, demostrar que: 


(a) Si f'(x) = 0 en todos los puntos del intervalo cerrado a < x < b, se verifica f(x) = f(a) = c (constante) en todos 
los puntos del mismo. у 


(Б) f(x) es creciente al aumentar x en el intervalo cerrado а < x < b, si f'(x) > Oen todos los puntos del mismo. 
Ind. Sean x, < х, dos puntos del intervalo; f(x) = / (х,у) + (x, — x) / (о), x1 < Xo < Xs. 


Aplicando el teorema del Problema 21(a), demostrar que si f(x) у (х) son dos funciones distintas pero f'(x) = g'(x) еп 
todos los puntos de un intervalo, f(x) — g(x) = с == 0 (constante) en el citado intervalo. 


. Una función f(x) tiene un punto crítico en x = xp, si f(x) cambia de signo cuando x pasa por x = xp. Sean x, < ха · · · 


< Xm-1 < x4 distintos puntos críticos de la función f(x). Demostrar que f(x) = 0 tiene como máximo una raíz real en 
cada uno de los intervalos x < xj, xy « X «Хо, * * ', Xm-1 « X < Xa, X > Xm 


. Demostrar que si f(x) = 0 es una función de grado л con n raices simples, la función f(x) = 0 tiene exactamente n — 1 


raíces simples. 


Demostrar que x? + px + q = 0 tiene (a) una raíz real si p > 0, (b) tres raices reales si 4p? + 274% < 0, 


Hallar un valor x, que cumpla las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones 
(a) f(x) = x? + 2x — 3, g(x) = x* — 4х + 6; a —0, b = 1. Sol. 4 
(b) f(x) = sen х, g(x) = cos x; a = 7/6, b = 2/3. Sol. іл. 


Aplicando el teorema del valor medio generalizado (УШ), demostrar que: 
(a) se puede sustituir x por sen x para x « 0,31 con un error menor que 0,005. 
Ind: Para n = 3, sen x = x — 4x3 cos хо. Por otra parte, 4 |х? cos xy| < 4 |x*] < 0,005, 


(b) Se puede sustituir x por x — x?/6 para x « 0,359 con un error menor que 0,00005. 


Capitulo 22 


Formas indeterminadas 


EL CALCULO DE LA DERIVADA de una función f(x) por la regla de los cuatro pasos, dada en el 
Capítulo 4, considera la expresión 


__ Лх + 49 —fo 02 F(dx) 
(а) Amm. (x + 4х) — ХУЖА n G(Àx) 


Cuando los límites del numerador y del denominador de la fracción son ambos iguales a cero la 


expresión (a) presenta la forma indeterminada 0/0. En el Problema 5 del Capítulo 2 vimos algunos 
ejemplos de este tipo. 


А .. 1. 3х 2 ? : 
Análogamente, la expresión lim x17 (ver Problema 6, Capítulo 2) presenta la forma inde- 
x>w 
terminada oo/co. Estos símbolos, así como otros que veremos posteriormente (0 * oo, oo — оо, 0°, 


co? y 1*) carecen de significado aritmético y no tienen otro alcance que el de recordar los límites 
de las funciones con que se opera. 


FORMA 0/0. 


Regla de 1' Ндриа!, Dadas las funciones f(x) y g(x), derivables en el intervalo 0 < |х — a| < à 
siendo a un número, y 2(х) 4 0 para todos los valores de x del intervalo, de manera que lim f(x) 
= 0 y lim g(x) = 0, si existe o es infinito el lim ГӨ) 


==, se verifica: 
>a g'(x) 


lim 709. = tim LY 
x» B(X) © xoa £'(X) 
o | 
Ejemplo 1: lim шини es de la forma indeterminada 0/0. Por tanto 
=>" X—3 
d 
— (x*— 81) Б 
lim -Æ = lim 4x* = 108, osea lim ŚL = 108 
=—/> а г-3 P] x—3 
dx (x — 3) 


(Ver Probiemas 1-7.) 
Nota. La regla de L'Hópital implica que lim /(х)/ (х) = lim /(х)/ (х). En algunos problemas 
xat Xa— 
(concretamente en el Problema 8) se demuestra la existencia de uno de estos límites. 
FORMA оо/оо, 


La regla de L'Hópital sigue siendo válida si efectuamos una o ambas sustituciones en las hi- 


pótesis: 

(i — «lim f(x) = 0 y lim g(x) = 0» se sustituyen por «lim f(x) = oo y lim g(x) = со», 
xoa xa xa xoa 

(ii) 


«siendo а un número» se sustituye рог «а = +00, —оо, о со» y «0 < |х — a| < ô» se sus- 
tituye por «|x| > M». 


A 5 z : 
Ejemplo 2: lim — es de la forma indeterminada со/со. Por tanto, 
x—-4 o0 6 


(Ver Problemas 9-11.) 
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FORMAS 0:00 e со — со. . 
Estas formas se pueden tratar como las anteriores reduciéndolas, previamente, а una de las 
formas 0/0 o со/со, Por ejemplo: 


2 
lim x?e-* es del tipo 0 * соу „іт = es del про oo/oo; 


x-—-roo 


| es del tipo 0/0. 
(Ver Problemas 13-16.) 


. . . х — sen x 
lim [сѕс x — — | es del tipo со — oo y lim |——— 
x0 x xo х Sen x 


FORMAS 0%, oo? y 14, 
Si lim y conduce a uno de estos tipos, lim (In y) es de la forma 0 · со. 


Ejemplo 3: Hallar lim (sec? 2х)°* = 
х—е 


Este es del tipo 1%. Sea у = (sec? 2x)'*! 35: tendremos In у = cot? 3x In sec? 2x = Ge 
y lim in y es del tipo 0/0 
x—0 
А ‚‚ 31пзес2х _ 6tag2x — . tag2x А anon " 
Ahora bien, lim — ag ЕГИ = lim c tag 3x ѕес 3x == lim ag Зх? ya que lim sec? 3x — 1, es del tipo 0/0. 
g2x . 2sec'2x 2 


. ta 
Así pues, іт арх = Миса ^03 


Como lim In y = 2/3, lim y = lim (sec? 2x)0t* з= — e. 
x-»0 x0 хо . 
(Ver Problemas 17-19.) 


Problemas resueltos 


1. Demostrar la Regla de L'Hópital: Dadas las funciones f(x) y 20), derivable en el intervalo 0 < |х — a| < 68, siendo a un 
número, y g(x) == 0 para todos los valores de x del intervalo, de manera que lim f(x) = 0 y lim g(x) = 0, si existe o es 
xa xq 


f(x) : f(x) . 7) 
infinito el lim 5 ТОО” se verifica: lim СО) = lim 2 


Sustituyendo 5 por x en el teorema de Cauchy (Capítulo 21), teniendo en cuenta que f(a) = g(a) = 0, tendremos, 


Јо) — Ла) _ fo) _ Fa) 

go) — ega) 20) g'(x) 

en donde x, está comprendido entre a y x. Ahora bien, cuando xy > а, x > а y, рог tanto, 
lim È — њи LD — tim LO 


=== E(X) zx BO) гна g'(x) 


а — 
2. Hallar lim #+х—6 Cuando x — 2, el numerador y el denominador tienden a cero. 


x42 х? — 4 
А мана dia tG I e 2х+1 5 
Aplicando la regla de L'Hópital lim дар" пи lim = 74 
3. Hallar lim e Cuando x — 0, el numerador y el denominador tienden a cero. 
x0 . 


= —3, 


А . . X-sen2x . 1+2c0582x 142 
A , б ——— «С = 
plicando la regla de L'Hópital lim x sen 2x lim i— 2 cos 2x э 


tr. & — z 
4. Hallar lim 5 —! lim == tim Ë = о. 
z>0 X 2—00 x zp 
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e? + е2 — х? — 2 
sen? х — ха ` 


5. Hallar lim 
x—>0 


Cuando x — 0, el numerador y el denominador tienden a 0. Aplicando la regla de L'Hópital 


lim e+e xmm _ lim e? — e7* — 2x 
x0 sen? x — x? xe Sen2x — 2х 


Como la función que resulta es de la forma indeterminada 0/0, aplicamos la regla de nuevo: 


lim etHher—x—2 | lim e—es—2xr _ lim e+ e — 2 
хэс — Sen?x— xi — хөө Sen2x-—2x | х-о 20082Х-2 


La función que resulta ahora es también de la forma indeterminada 0/0, Por consiguiente, sin detallar los pasos inter- 
medios, resulta: 


li е* + е-*—х%—2 — lim е-—е-=—2х — lim e7 + e7* —2 
2n sen? x — x! COMM Sn2x—2x | sm 2cos2x—2 
= lim e? — e~ — lim e* + е-* dd 
^ део — 48еп2х азо —8C082x 4 
ЯР , , х'— х"—х — 2 3x? — 2x — 1 бх — 2 . 6 
6. : —— ==" = lim ~ = = = 1. 
Criticas la solución: Ш пазар зу “М таару 71 eoe cim gc! 


La función dada es de la forma indeterminada 0/0 y, por tanto, se puede aplicar la regla de L'Hópital, pero la función 
resultante no es indeterminada (su límite es 7/3), con lo cual, las sucesivas aplicaciones де. la regla carecen de justificación. 
Este tipo de errores es muy frecuente. 


7. iticar 1 ión: lim ————— AAA a = 
Criticar la solución im xi lx 33 ах +1 64 2 
А . х%—х%—х-+ 1 ._ 3Зх»— 2x — 1 , 6x—2 
La solució ta es: = = LLL 0-2. 
a solución correcta es lim x гт Ех lim Ai Ax 1 = lim x—4 2 


El resultado era el verdadero, pero no estaba correctamente expresado. 


sen x 
8. Hallar lim 


zat мх яп. 


: sen x cos x 
lim ——— = lim 


тэл" Vx—u sont ix — л)- ш 


En este caso, se pide el límite cuando x tiende л disminuyendo hacia él, porque en otro caso (x —х)!? es imaginario 


= lim 2(x —7)'^cos x = 0 
гэл" 


. ln х 
9. Hallar lim 
T>-+0 
| . . ln x | 1/х 
Cuando х > + со, el numerador y el denominador tienden а + ov. Por tanto, lim ——— = lim —— = 0. 
r40 X zo 
In sen x .. Insenx . Cos x/sen x . 
10. Hallar lim ——— ——. L———— == соз хһюп Y = lim cos? x = 1. 
zt In tag x гэр ЇШЇЙЕХОо „+ secx/tagx „+ 
. cot x . cot x csc? x . csc?x cot x 
11. Hallar lim . im ——— = ЇШНШ----12---ШШ01--------- 
гэ, COL2x zo СОЇ2х => 2650 2x zo 4 csc*2x со! 2x 


Como vemos, después de cada aplicación de la regla de L'Hópital se obtiene una forma indeterminada del tipo со/со, 
Por ello, se debe intentar resolverlo efectuando, previamente, una sustitución trigonométrica: 


А cot x . tag 2x . 2 sec? 2x 
lim ——— = lim = lim ———— —2 
z—9 cot 2x > tag х к) sec? x 
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FORMAS INDETERMINADAS 


12. Siendo lim f(x) = 0 y lim 20) = 0. Demostrar que si im. ғо) = L, se verifica lim fe (а) = 
z— 400 £00 со g'(x) a+ g 20) 
А у) 
Tomando x = у. Cuando х— + оо, y > 0* lim fx) im ft . De dond 
2 Ч ИРЭГ E(X) y>o+ #0179) пее 
im 7709 ид LUP _ а у 
x00 E'(X) eot ERU) pot (Шу) у“ 
4 
— fa 
IC с пина ОШКО. 
= ————— m 
y>p+ 4 гају) Do гају) 2-> +00 200) 
ду 
13. Hallar lim (x* In x). 
&—o* 
Cuando х 0+, х? 0 y In x ^ — оо, Por tanto, А rs , 25 una forma indeterminada del tipo со/со, 
In x 1/х 5 
3 == = = — 2) = 
jm s In x) = ли MET dur dard $x?) = 0 
— tag x — sec? x 
. 1 — = E шиша m o E em 
a хулс е Jim 1 COS 2x „на — 2 sen 2x 
1 1 А ё-1-х у е"— 1 : es 1 
б . Жыл =] = li == TEC. 
15 lim x ех — 1 «>  X(e*— D lim xe* + e* — 1 са хе" + 2e* 2 
саас согог: 25 SEDE 80. 
4—00 => sen x xo COS X 
17. Hallar lim x*-9, (Es del tipo 19.) 
1—01 
Sea у = x-0, Tendremos In y = зр es una forma indeterminada del tipo $ 
lim In y — lim in x = lim к 
+1 gi Х-- aj | 
Como In у > 1 cuando x> 1, y— e. Así pues, el límite es igual a e. 
18. Hallar lim (tag x)*9**. (Es del tipo o0?.) 
Laer d 
Sea у = (tag x)" = Tendremos In у = cos x In tag x = hugt ез del tipo =. 
2 
lim шу lim 18% _ мешр с оке 
an a—,-  5есх х-Эдд- SEC х lag х ауа sen” x 


Como In y 0 cuando х» іл-, y 1. 


19, Hallar lim х“==, (Es del tipo 0°.) 


[md 1 
nx 
== уби == = 
Sea у = x""*, Tendremos In y = sen xIn x 5 
: : In x l/x 
lim In y = lim = Me 2 
got eot х аон — CSC X cot x 


Como In y > 0 cuando x — 0+, y> 1. 


im ———— — 
soot — X COS X 


Así pues, el límite es igual a 1. 


: : . 00 
es una forma indeterminada del tipo —. 


2 sen х cos x 
к-зз+ X SEN x — COS X 


sen? x 


Así pues, el límite es igual a 1. 


А / 2 А / з з 
20. НаПаг Піт сие; lim ил em lim —Ž— = lim RARE , etc 
а—-+90 x z— 00 x a—- 00 v3 xi +o x 
4/2 4 ха кеси 
Рог ejemplo, lim Virar lim |/ CR = lim у + 1 =1. 
а +00 x z-r4-00 x a— +20 
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[CAP. 22 


21. La intensidad de corriente por una bobina de resistencia R y coeficiente de autoinducción L, conectada a una fuerza 


electromotriz constante E viene dada, en función del tiempo 7, por: i = га — eL), Obtener una fórmula de apli- 


cación en el caso de que la resistencia R sea muy pequeña. 


4 NM алд Eae) _ toma — Et 
imi e ша аже o додата 
Problemas propuestos 
Hallar 
4... 
22. lim 2256 = 256 40. lim 1196: = 0 
4 Х—4 =0+ де = 
: * — 25 2 3 
5. үлэ = 8 а. dim жер а = Ua 
8-2. 1 Ell = 
2. lim 2 E = 1/2 42. lim (e 1) cotxe = 1 
MEA 43. lim же" = 0 
4 = p 2 Xe - > 
5. Bm 220077 44. lim 2 esc = 4 
26. lim 223 шоо 45. lim esc zz јак = —1/т 
OS 46. lim e^"**sec!x = 0 
$ 220 ex to Mr У 
23 lim tag 2x 1/2 47. lim (х — arc sen x) esetz = —1/6 
. (2+) _ : 4 1 == 
ODD EUER : 48. lim( 5347373) —1/4 
cosx — 1 RN | 1 
29. lm трук — 1 18 BO Ср == г 
є3= — 275 
. li = 4 
30 и sen x 50. lim (seczx--tag!x) = œ% 
= јап 
8° — 27 1 
31. lim = = 12 d rie ees AE 
550 de 2 3b imu 57) 18 
. 2 дгс (арх х _ 
E Tim 27 — present —— 52. limi = — 2255) = —1/3 
NAT. 1 — cos x 
ln sec 27 _ | 
33. ни Insecx | 2 53. Ins Е 0 
т- to zx Ух 
34, lim 199082 = 1) 
лед T 54. И х- = 1 
z-.0* 
$5. dim $0928 0089 =. 3) 55. lim (coss) = 1 
10 sen^ X хе 0 
56. lim (e + 3r)" = el 
scum Deb 90 пе. Ё 
= +» Му 57. lim (1-e7%% = 1/е 
хэ + ю 
37. lim 28062 = 1/3 58. lim (seng — cosz)'"** = 1/е 
z=» lar CSC 22 кат 
38. lim bx + 21пх 2 53: Ыш (tag 2) 203 
"arto X + ЭГ: 60. lim grams = gta 
: Гэж жин 5 РОТЕ 
39. lim wil 61. lim (1+ l/zy = e 
© Halle: f e*(1— e?) Er eu 1 — е* E 
DENM amis йүү ото 5 
т -$/z 
(b) нт 22 = 0, (e) lim —— = 
те +0 g= ко 0t x 
5 000 
63. Hallar іт ŠZ = 0. Idem, lim 2-5 
roto Y =æ to * 


Capítulo 23 


Diferenciales 


DIFERENCIALES. Dada la función у = f(x) se define: 


(a) dx, leído diferencial de x, por la relación dx = Ах. 
(b) ау, leído diferencial de y, por la relación dy = f'(x)dx. 


La diferencial de una variable independiente es, por definición, el incremento que experimenta; 
sin embargo, la diferencial de una variable dependiente o función no es igual a su incremento. 
(Ver Fig. 23-1.) 


Ejemplo 1: 

Dada la función y = ха, dy = 2x * dx, mientras que, Ду = (х + Ах) — x1 = 2x * Ах + (Ax)! = 2x dx + (ах). 
La Fig. 23-2 muestra una interpretación geométrica en la que se puede observar que Ду y dy se diferencian en el 
pequeño cuadrado de área (dx)?, 


y 


(b) 
Фау = зах dz 


шижин, 


ч 
Е 1 3 | 
(а) 


Fig. 23-1 Fig. 23-2 


Q(x--Az, y-- Ay) 
S(xtdz, y dy) 


7 


ах 


¿dy 


LA DIFERENCIAL, dy, se puede hallar aplicando su fórmula de definición, o bien por medio de las 


reglas del cálculo de derivadas. Algunas de estas son: 
d(c) = 0, d(cu) = саи, иу) = и ду + у du, 


а B] - заи d(sen и) = cos u du, d(Inu) = а, etc. 
Ejemplo 2: Hallar dy en las funciones siguientes: 
(а) y = x? + 4х? — 5х + 6 
ду = d(x?) + d(4x*) — (х) + 4(6) = (3x? + 8x — 5) dx 
(b у = (2х° + 53% 
ду = 3(2х3 + 5)!# d(2x? + 5) = 3Qx* + 5)!#+ 6x? ах = 9x'(2x? + 5)? dx 
(Ver Problemas 1-5.) 


CALCULO APROXIMADO DE INCREMENTOS POR MEDIO DE LA DIFERENCIAL. Si dx = Ax 


es relativamente pequeño con respecto a x, el valor де Ду se puede obtener aproximadamente ha- 
Папдо dy. 
Ejemplo 3: . 

Sea у = x? + x + 1 у supongamos que x sufre un incremento desde x = 2 hasta x = 2,01. La variación real 
correspondiente a y es Ay = ((2,01)? + 2,01 + 1) — (2? + 2 + 1) = 0,0501. Haciendo x = 2 y ах = 0,01 podemos 
obtener, aproximadamente, el valor del incremento de y, hallando dy = f'(x) dx = (2х + 1) dx = (2(2) + 1). 


0,01 — 0,05. 
(Ver Problemas 6-10.) 
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APROXIMACION DE LAS RAICES DE UNA ECUACION. 
Sea x — x, un valor aproximado, convenientemente elegido, 
de una raiz r-sima de la ecuación y — f(x) — 0, y suponga- 
mos que f(x,) = y, 4 0, de forma que y, diferirá de cero еп 
una cantidad pequeña. Si el valor de x, se incrementa hasta r, 


el incrémento correspondiente de f(x,) es Ду, = —y,. Así, 
pues, un valor aproximado del incremento de x, vendrá dado 
por f'(xj)dx, == —y,, о sea, dx, = — TN . Por tanto, otro Оба, f (2) 
valor, más aproximado, de la raiz r-sima será: 
Л fo) 
mci hou ш, жил A TEN d 
Después de una tercera aproximación, tendremos xg = х, + dx, = x, — I. y así sucesiva- 


mente. 


Si el valor elegido de x, no está suficientemente aproximado al de la raiz, se observará que ху 
difiere apreciablemente de x,. Aunque esto no presenta un serio inconveniente ya que el proceso 
se autocorrige, sin embargo, lo más rápido es comenzar de nuevo el proceso con otro valor inicial 
más preciso. 

(Ver Problemas 11-12.) 


Problemas resueltos 


1. Hallar dy en las funciones siguientes: 


а +25 +1 
(а) у = ——у———— 


х? + 8 
d (х + 3) • d(x? + 2х +1) — (x! + 22 + 1) • d(x? + 3) 
d (z* + 3): 
(x? + 3)(3х" + 2) de — (х +22 + 1)(2х) ал _ х'-7Х'— 27 + 6 d 
(х? + 3) E (z? + 3): 
(b) у = cost 2x + sen 3x. 
dy = 2c052x d(cos 2х) + d(sen8x) = 2 cos2x(—2 sen2zx dz) + 3 cos Зх dx 
= —4 еп 2х соз 22 ах + 3 cos3x dr = (-—2sen4x + 3 cos Зх) de 
(c) y = e* + arcsen 2x. dy = (3e* + 2/y 1 — Ax!) ах 
Diferenciar las funciones de los Problemas 2-5 y hallar dy/dx. 
2. ху+х—2у= 5, 
d(xy) + а(х) — d(2y) = 4(5). 
dy у +1 
Xx dy + y dx + dx —2dy = 0 о (х—2)4у+(у+ D dx — 0. De donde 5- = — gm. 
3. а?у? — 2х?у + Зху? — ху = 6. 
2xy dy + Зжх?у? ах — 2x* dy — Атудх + бхуду + 3y dx — 8xdy — 8ydx = 0 
dy _ 8y —3y* + 4ху — 3x!y* 
dz ^  2z'y — 2° + бху — 8х 


2x Зу _ ydx — хау\ _ „(= ду — ydz\ _ dy _ 2х?у + Зу? 
4. uoc > (== 2 )79 Y di” Зау + 
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5. x = 3 соз 0 — cos 30, у = 3 sen 0 — sen 30. 
dx = (— 3 sen 0 + 3 sen 30) аб, ду = (3 cos 0 — 3 cos 30) de, y Y = cos 0 — cos 30 


—sen 6 + sen 30 


6. Aplicando el cálculo diferencial, hallar aproximadamente (a) 4/124, (b) sen 6071”. 
—1 


1 
з(125уз СС) = 755 


(а) Para у = х!?, ду = ан Фа Tomando x = 125 = 5? y dx = —1. Obtenemos ду = 


= —0,0133 y, aproximadamente, 4/124 = у + dy = 5 — 0,0133 = 4,9867. 


(b) Para x = 60° у dx = 1' = 0,0003 rad, у = sen x = 3n = 0,86603 y dy = cos x dx = (0,0003) = 0,00015. 
De donde, aproximadamente, sen 60?1^ = у + dy = 0,86603 + 0,00015 = 0,86618. 


7. CalcularZy, dy, e Ду, — dy siendo y = $x? + 3x, x = 2, у dx = 0,5. 
Ду = (10,5) + 32,5) — (40) + 32) = 2,625. 
ду = (х 4-3)dx = (2 + 30,5) = 2,5 Лу —dy = 2,625 — 2,5 = 0,125. 


8. Hallar, aproximadamente, la variación experimentada por el volumen de un cubo de arista x cuando esta se incrementa 
en un 1%. 


V = x? y dV = 3x? dx. Para dx = 0,01х, dV = 3x*(0,01x) = 0,03x? ст! 


9. Hallar el peso aproximado de un tubo de cobre de 2 metros de longitud y 2 centímetros de diámetro interior y 2 milí- 
metros de espesor. El peso específico del cobre vale 9 000 kp/m?, 


Calculemos, en primer lugar, la variación de volumen cuando el radio r = 0,01 m se sustituye por dr = 0,002 m. 
V = 8лг? y dV = 162r dr = 16л(0,01)(0,002) = 0,00032 xm? 


El peso buscado es 9 000 (0,000327) = 9 kp. 


10 


Hallar los valores de x para los cuales se puede sustituir Ф/х рог ёх + 1 con un error menor que 0,001. 
Para y = x"! y dx = 1, dy = $x"! dx = xs, 
Si фх-45 < 10-5, tendremos x-*5 < 5 + 10-7? y x-* < 55, 10-15, 


Si xt < 10.55. 10-18, tendremos xt > == 752,1. 


AA 
31250 У 4/31 250 


11. Aproximar las raíces reales de x* + 2x — 5 = 0, o bien, x* = 5 — 2x. 


(a) Sobre el mismo sistema de ejes, se construyen las curvas y = x? e y = 5 — 2х, 


Las raíces de la ecuación dada son las abscisas de los puntos de intersección. 
Del gráfico se deduce que existe una raíz cuyo valor aproximado es x, = 1,3. 


(b) Una segunda aproximación de esta raíz es 


(1,3)? + 21,3) 5 _ 


з= —0,203 
301,3)? + 2 NS 


2107 ^ 1,3 + 0,03 = 1,33 


= 1,3 — 


La división зе ha calculado con dos cifras decimales уа que inmediatamente después de la coma, la cifra corres- 
pondiente es cero. Ello está de acuerdo con un teorema que dice: si en una división resultan k ceros inmediatamente 
después de la coma, el cociente debe calcularse con 24 cifras decimales. 


(c) Efectuande una tercera y una cuarta aproximación, tendremos: 


_ 164 | үүр  033* + 20,3) —5 


— 30,3572 1 — 1.33 —0,0017 — 1,3283 


х, = Xa — fx) — 1,3283 —0,00003114 — 1,32826886 
Јо) 


122 


12. 


13. 


14 


— 
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Aproximar las raices de la ecuación 2 cos x — x? = 0. 


(a) Las curvas y = 2 cos x e у = x* se cortan еп dos puntos cuyas abscisas son, aproximadamente, 1 y —1. Obsérvese 
que si una de las raíces es r, la otra debe ser —r. 


2cos 1—1 2(0,5403) — 1 


Ciowmicd ^L xamsrc 596045120. 


(b Рага ху = 1: х, = 1 — 


а з 
() х? = 102— 2 соѕ (1,02) — (1,02) = 1,02 + 0,0064 


— 2 sen (1,02) — 20,02)' _ = 1,02 + 0,0017 = 1,0217. 


Por tanto, con cuatro cifras decimales, las raíces son 1,0217 y —1,0217, 


Problemas propuestos 


Hallar dy en las funciones siguientes: 


(а) у = (5 — xy Sol. —3(5 — х)? dx (d) y = cos bx! Sol. — 2bx sen bx! dx 
2 : E 
(b y=e" Sol. 8хе dx (e) y = arc cos 2х Sol, — — — dx 
v/1—4x* 
х COS х —sen x 2 ах 
(c) у = (sen х)/х Sol. EIL га dx (f) >=Iintagx Sol. Senor 


Hallar dy/dx como en los Problemas 2-5. 


2уб + 3x) y 2х фу 
3 as = 2 2 
(а) 2ҳу? + 3х%у = 1 Sol. 3xQy + x) (c) arctag 3 In (x? + y?) Sol. 3-2 
25 22 cos (x — у) — у : à p (2х%1п у + y 
(b) ху = sen (x — у) Sol. кешу (d) x*lny + )*Inx = 2 501. Еур ух EEEO 


Hallar, con ayuda del cálculo diferencial, un valor aproximado de (a) У 17, (5) 4 1020, (с) cos 59°, (d) tag 44° 
Sol. (a) 2,03125, (b) 3,99688, (c) 0,5151, (d) 0,9651. 


Hallar, con ayuda del cálculo diferencial, el incremento de (a) x? cuando x pasa de 5 a 5,01; (b) 1/x cuando x disminuye 
de 1 a 0,98. Sol. (a) 0,75, (b) 0,02. 


Un disco metálico se dilata por'la acción del calor de manera que su radio aumenta desde 5 a 5,06 centímetros. Hallar 
el valor aproximado del incremento del área. Sol. 0,677 = 1,88 сте. 


. Una bola de hielo де 10 centímetros de radio, se derrite hasta que su radio adquiere el valor 9,8 metros. Hallar, aproxi- 


madamente, 1а disminución que experimenta (a) su volumen y (b) su superficie, Sol. (a) 80л cm?, (b) 16x cm!. 


La velocidad (metros por segundo) de un cuerpo en función de un parámetro k viene dada por v = Y 64,4 А. Hallar el 
error en v debido a un error de 0,5 metros en la medición de А si este vale 100 metros. Sol. 0,2 m/s. 


Si un aviador vuela alrededor de la tierra a una altura de 3,2 kilómetros sobre el ecuador, calcular cuántos kilómetros 
recorrerá más que una persona que la circunda por el ecuador. Sol. 20,2 km. 


La precisión con que se puede medir el radio de un círculo es de 0,001 centímetros, Sabiendo que se quiere obtener su 
área con una aproximación de 0,1 centímetros cuadrados, hallar el máximo radio con el que se puede conseguir dicha 
medición. Sol. Aprox. 16 cm. 


Hallar el volumen У sabiendo que pV = 20 y que la medida de p es 5 + 0,02. Sol. 4 + 0,016. 
Hallar el radio r sabiendo que F = 1/r? y que la medida de Fes 4 + 0,05. Sol. 0,5 + 0,003. 
Hallar la variación del área total de un cono recto circular cuando (a) permaneciendo constante el radio, aumenta su 


altura en una cantidad muy pequeña, (b) permaneciendo constante la altura, el radio aumenta en una cantidad muy 
pequeña. 


zrh dh 


Sol. EM 
ol. (a) леру 


(b) л 


. Hallar con cuatro cifras decimales (а) la raíz real de x? + 3x + I = 0, (b) la menor de las raices de e^? = sen х, (c) la 


raíz де х? 4- 1n = 2, (d) la raíz de x — cos x = 0. Sol. (a) —9,3222, (Б) 0,5885, (c) 1,3141, (d) 0,7391. 


Capitulo 24 


Trazado de curvas 


UNA CURVA ALGEBRAICA PLANA ез aquella cuya ecuación puede escribirse en la forma general 
ау" + (bx + с)у + (ах? + ех 4 f)y + · их) = 0 


en donde un(x) es un polinomio de grado л. Seguidamente veremos las propiedades de este tipo 
de curvas. 


SIMETRIA. Una curva es simétrica con respecto a 
(1) eleje x, si su ecuación no varía al cambiar y por —y; 
(2)  eleje y, si su ecuación no varía al cambiar x por —x; 
(3) el origen, si la ecuación no varía al cambiar x por —x e y por —y simultáneamente; 


(4) la recta y = х (bisectriz del primer cuadrante), si la ecuación no varía al intercambiar х con y. 


INTERSECCION CON LOS EJES. Los puntos de intersección con el eje x se obtienen despejando x 
en la ecuación y — 0. Los puntos de intersección con el eje y se obtienen despejando y en la ecua- 


ción x = 0. 


CAMPO DE VARIACION. El campo de variación horizontal es el de la variable x, es decir los intervalos 
de x en los cuales está definida la función. 
El campo de variación vertice! es el de la función y. 


Un punto (хе, Yo) recibe el nombre de punto aislado de la curva si sus coordenadas satisfacen 
la ecuación de ésta, no sucediendo lo mismo con puntos infinitamente próximos a él. 


MAXIMOS, MINIMOS, INFLEXION Y CONCAVIDAD. Ya se han estudiado en el Capítulo 8. 


ASINTOTAS. La asintota de una curva es una recta cuya posición viene definida por el límite de una 
secante cuando los dos de puntos de intersección se aproximan indefinidamente a lo largo de ella. 


Una curva tiene asíntotas verticales cuando el coeficiente de la mayor potencia de y, escrita la 
ecuación en la forma anterior, es una función de x formada por uno o más factores lineales (reales). 
А cada uno de estos factores corresponde una asíntota vertical. 


Una curva tiene asíntotas horizontales cuando el coeficiente de la mayor potencia de x, escrita 
la ecuación en la forma ax" + (by + с)х"-! + (dy? + ey + £)x"-? +... —0, es una función de у 
formada рог uno о más factores lineales (reales). Cada uno de estos factores corresponde a una 
asíntota horizontal. І 


Para obtener las ecuaciones de las asíntotas oblicuas: 
(1) Se sustituye y por mx + b en la ecuación de la curva y se ordena ésta en la forma 


арх“ + ayx 4 дух“ 5 +» Фа, ах та, = 0 


(2) Resolver el sistema de ecuaciones formado por a, = 0 y а, = 0, y hallar los valores de m у 5. 
(3) Para cada par de valores m y b se obtiene una asintota de ecuación y = mx + b. 


Si a, = 0, para hallar el valor de b se resuelve el sistema formado por ay = 0 y а, = 0 
para obtener (3). 
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PUNTOS SINGULARES. Un punto singular de una curva algebraica es aquel para el cual la expresión 
dy|dx presenta la forma indeterminada 0/0. 


d De: 
Para hallar los puntos singulares de una curva se obtiene 22 = сэ y, Sin efectuar simplifica- 


ciones de factores comunes, se determinan las raíces comunes de g(x) = 0 у A(x) = 


Si (xo, yo) es un punto singular de la curva, se puede facilitar su estudio posterior efectuando 
los cambios x = x'*4- xo, y = у + ye. En el nuevo sistema de coordenadas, el punto singular 
es el origen (0,0). 


PUNTO SINGULAR EN EL ORIGEN. La ecuación de una curva que pasa por el origen se puede poner 
en la forma 


(aix + biy) + (ag? + baxy + сау?) + (aax? + baxty + саху? + day?) + cc = 0 


Si a, = b, = Oel origen es un punto singular де la curva. 

Si a, = b, = 0 no siendo nulos a;, b, y c, simultáneamente, el punto singular recibe el nombre 
de punto doble. 

Si а, = b, = а, = b, = c, = 0, no siendo nulos as, bs, c4 y d4 simultáneamente, el punto sin- 
gular recibe el nombre de purto triple y así sucesivamente. 


CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DOBLES EN EL ORIGEN 


А. с, +0. 
(1) Se sustituye у por mx en el término a,x? + b,xy + соу, obteniéndose (сат? + bam 
+ аз)?. 


(2) Se despeja m de la ecuación com? + b.m + а, = 0. 


Si las raíces m, y т, son reales y distintas, la curva tiene dos tangentes, y = m,x 
e y = тух en el origen y el punto doble recibe el nombre de punto nodal. 


51 las raíces son reales e iguales, la curva tiene una tangente en el origen y el Pun 
doble recibe el nombre de 


(a) retroceso, siempre que la curva no continúe después del origen. 
(b) tacnodal, siempre que la curva continúe después del origen. 
En algún caso, el origen puede ser un punto aislado. 

Si las raíces son imaginarias, el origen es un punto doble aislado. 


y Y у Y у 
х z z z z 
О, о | О О 


Мода! Retroceso Retroceso Tacnodal Punto aislado 


Fig. 24-1 
B. С, = 0, а» = 0. 
Se sustituye x por лу en el término а„х? + b,xy, y зе procede como en А. 


C. аз = с» = 0, b, 4 0. 
El origen es un punto nodal y las dos tangentes son los ejes coordenados. 
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Problemas resueltos 


ASINTOTAS 


1. 


Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la curva y*(1 + x) = x*(1 — х). 


El coeficiente de la mayor potencia de y es (1 + x); la recta x + 1 = 0 es una asíntota vertical. No tiene asíntotas 
horizontales porque el coeficiente de la mayor potencia de x es una constante. 


Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y por mx + 5, obteniendo, 
(т? + 1)x? + (m + 2mb — 1)x* + b(b + 2т)х + 5^ = 0 (D 


Se resuelve ahora el sistema formado por las ecuaciones que resultan de igualar a cero los coeficientes de las dos potencias 
más altas de x 


та +1=0 у m'*-12mb—1-0 


Como las soluciones de este sistema son imaginarias, no hay asíntotas oblicuas. (Ver Fig. 24-2.) 


Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la curva х? + уз — 6x* = 0. 


Carece de asíntotas horizontales y verticales, ya que los coeficientes de las potencias más altas de x e y son cons- 
tantes. 


Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y por mx + b, obteniendo, 


(m? + 1)х? + 3(m?b — 2)x* + 3mb?x + b? = : (1) 

Resolviendo el sistema formado por т? + 1 = 0 y mtb — 2 = 0, resultan m = —1, b = 2. La ecuación de la asintota 
oblicua es y = —х + 2. 

Sustituyendo m = —1 y b == 2 en (Г), la ecuación se transforma en —12x + 8 = 0. El punto x = 2/3 es la abscisa 


del punto de intersección de la curva con su asíntota. (Ver Fig. 24-3.) 


Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la curva y(x — 1) — х? = 0. 


El coeficiente de la más alta de y es (x — 1); la recta x — 1 = 0 es una asíntota vertical. Carece de asíntotas hori- 
zontales. 


Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos у por тх + b, obteniendo, 


(m? — Dx? + m(2b — m)x* + ЫЬ — 2т)х —5* = 0 (1) 
Resolviendo el sistema formado por mi — 1 = 0 y m(2b — m) = 0, resultan m = 1, b = ут = —1, b = —}. Las 
ecuaciones de las asíntotas son y = x + је y = —x— 1. 
La asíntota y = x + 1, corta а la curva en un punto cuya abscisa se obtiene де H(4 — 2)х — | = 0, es decir, х = —1. 
La abscisa del punto de intersección де la curva y la asintota у = —x — $ es igual a —}. (Ver Fig. 24-4.) 


PUNTOS SINGULARES 


4. 


Hallar los puntos singulares de la curva y*(1 + x) = x*(1 — x). 
Los términos de la potencia menor son de segundo grado; por tanto el origen es un punto doble. 


Como c, > 0, esto es, hay término en y*, sustituimos у por mx еп y! — х? e igualamos a cero el coeficiente де х, 
obteniéndose m? — 1 = 0, 


Así pues, m = +1 y las rectas у = x e y = —x son tangentes a la curva en el origen. El origen es un modo. 
(Ver Fig. 24-2.) 


Hallar los puntos singulares de la curva x? + y* — 6x* = 0. 
El término de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble. 


Como c, = 0, sustituimos x por лу en el término de menor grado e igualamos a cero el coeficiente de y*, obte- 
niendo n* = 0. Hay una sola tangente, x = 0, a la curva en el origen. 


El punto doble es de retroceso, ya que, cuando у = —£, la ecuación х? — бх? — 3 = 0 tiene, según la regla de los 
signos de Descartes, una raíz positiva y dos imaginarias, y en consecuencia, la curva no continúa después del опгед 
(Ver Fig. 24-3.) 
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Hallar los puntos singulares de la curva у(х — 1) — х? = 0. 
El término de menor potencia es de segundo grado; por tanto, el origen es un punto doble. 


Como с; = 0, sustituimos y por mx en el término de menor grado e igualamos a cero el coeficiente de x*, obte- 
niendo т? = 0. El origen es un punto de retroceso, ya que aunque para x « 0, y está definida, para 0 « x « 1, y es 
imaginario. (Ver Fig. 24-4.) 


Dada la función у(х? — 4) = xt, hallar (a) los puntos singulares у (b) las asíntotas, 


(a) El origen es un punto doble. Сото а; = 5, = 0 y c, > 0, el resultado de sustituir y = mx e igualar a cero es 
m! = 0, El origen es un punto doble aislado, ya que cuando x tiende a 0, y es imaginario. 


(b) Las rectas x — 2 y x — —2 son asíntotas verticales. 
Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos у por mx + b; resulta, 


(т? — 1)x* + 2mbx? + (b — 4m*)x* — 8mbx — 4b1 = 0 


Resolviendo el sistema т? — 1 = 0 y mb = 0, se obtienen m = 1, b = 0 y m = —1, b = 0. Las ecuaciones de las 
asintotas son y = x еу = —x. Las asíntotas oblicuas cortan a la curva. еп el origen. (Ver Fig. 24-5). 


TRAZADO DE CURVAS 


9. 


Estudiar y representar la curva y*1 + x) = x*(1 — x). 
Simetría, La curva es simétrica con respecto al eje x. 


Intersección con los ejes. Corta al eje x en x — 0 y x — 1. Corta al 
eje y en y = 0. 


Campo de variación, La curva está definida en el intervalo —1 < x 
5 1 y para todos los valores de y. 


Máximos y mínimos, etc. La curva consta de dos ramas, y = шэг Жш 
vi+x 
= 31 = „(1 — 
ey-— ху! х Para la primera de ellas У + 2) = at — а) 
М1+х 
Fig. 24-2 
dy 1—х — ха Фу х-2 2d 


dx 7 Юнан Y ue 7 проза 


— + X5 шээсээ 
222290 2 


Los valores críticos son x = 1 y (—1 + У5)/2. El punto es un mínimo. 


No tiene puntos de inflexión. La rama es convexa. 


Por simetría, hay un mínimo en [245 mm == у la segunda rama es convexa. 


Asíntotas. La recta (ver Problema 1) x = —1 es una asintota vertical. 


Puntos singulares. El origen (ver Problema 4) es un punto nodal y las tangentes еп él son las rectas y = хе у = —x. 


Estudiar y representar la curva y? — x*(6 — x) = 0. (Ver Figura 24-3.) 
Simetría, Carece de simetría. 
Intersección con los ejes. Los puntos de intersección x = 0, x=6ey=0. 
Campo de variación. Está definida para todos los valores de x e у. 


ау _ 4—x dy _ —8 
dx x? (6 — x)” y di o x“ (6 — LEM 


Máximos y mínimos, etc. 


Los valores críticos son x = 0, 4, 6; el punto (0, 0) es un mínimo y (4, 24/4) es un máximo. El punto (6, 0) es de infle- 
xión; la curva es convexa a la izquierda y cóncava a la derecha. 


Asíntotas, La recta (ver Problema 2) у = —x + 2 es una asintota. 


Puntos singulares. El origen (ver Problema 5) es un punto de retroceso; la tangente en él es el eje y. 
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хз + ух — 6х1 = 0 


Fig. 24-3 Fig. 24-4 


10. Estudiar y representar la curva y*(x — 1) — x? = 0. (Ver Fig. 24-4.) 
Simetría, La curva es simétrica con respecto al eje x. 
Intersección con los ejes. Los puntos de intersección son x = 0 e у = 0. 


Campo de variación. La curva está definida en los intervalos —co < x < 0 y x > 1 y para todos los valores de y. 


58 a. | | х 
Máximos y mínimos, etc, Para la rama у = x DS 
р ч — 


dy _ (2х — З)хи? diy 3 


dx ^ Xx—1 У Cdi 7 ахй (х 198 


Los valores críticos son x = 0 y 3/2. El punto (3/2, 34/3/2) es un mínimo. Carece de puntos de inflexión. La rama es 


cóncava. Por simetría, hay un máximo en el punto (3/2, —34/. 3/2) sobre la rama y = =} x X 1 


y esta rama es 
convexa. 
Asintotas. Las rectas x = 1, y = x + $, y = —x — & son asíntotas. (Ver Problema 3.) 


Puntos singulares. El origen es un punto de retroceso (ver Problema 6). La recta y = 0 es tangente en él. 


11. Estudiar y representar la curva у(х? — 4) = хе. 


Simetría. La curva es simétrica con respecto a los ejes coor- 
denados y respecto del origen. 


Intersección con los ejes. Los puntos de intersección son 
х=б0еу=0. 


Campo de variación. La curva está definida en los intervalos 
—%0 <x<—2 y 2<x<+0 y еп los —o < y s —4 y 
4 < y < +00. El punto (0, 0) es un punto aislado. 


Máximos y mínimos, etc. 


х 
Рага la rama у---- X72; 


M xt — 4 
dy x? — 8x dy 4х*+32 


dx оази У Ща ya 


El valor crítico es x — 23/2. La rama es cóncava y en el punto 
(24/2, 4) tiene un mínimo. 


Por simetría, hay un mínimo en el punto (—24/2, 4) y máxi- 
mos en los (24/2, —4) y (—24/2, —4). 


Asíntotas, puntos singulares. Мег Problema 7. 


Fig. 24-5 
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Estudiar y representar la curva (x + 3) (x? + y?) = 4. 


Antes de comenzar a estudiar la curva, tratemos de averiguar si 
tiene algún punto singular. En caso afirmativo se hace una traslación де 
ejes de forma que el nuevo origen sea dicho punto. 


dy __ бк+2ук+2+\У/3у(х+2—М3) 
de (х + 35 


„Рагах = —2,y = 0 


0 


y Ф presenta Ја forma indeterminada 7. El punto (—2, 0) es un punto 


singular. 


Haciendo el cambio de coordenadas x = x' — 2, у = y”, la ecuación 
dada se transforma еп у(х’ + 1) + x? — 3x? = 0. 


Simetría. La curva es simétrica con respecto al eje x’. 


Intersección con los ejes. Los puntos de intersección son x' — 0, 
Ld а: (2 + 3)(х* + у) = 4 


Campo de variación, La curva está definida en el intervalo 
—] < x’ € 3 y para todos los valores де y’. 


Fig. 24-6 
Máximos y mínimos, etc. 
Para la rama y' = EN 
V x’ +1 
dy' 3—x" d*y' —12 


dx ^ G—xyhg dy У ат (3 х) с pa 
Los valores críticos son x’ = УЗ y 3. El punto (y 3, У 64/3 — 9) es un máximo. La rama es convexa. 


Por simetría, (Y 3, У 64/3 — 9) es un mínimo de la otra rama que es cóncava. 


Asíntotas. La recta х’ = —1 es una asíntota vertical. Para hallar las asíntotas oblicuas, sustituimos y” por 
mx’ + b, obteniendo (m? + lx? ++ ° = 0. Carece de asíntotas oblicuas. ¿Por qué? 


Puntos singulares, El origen es un punto doble. Cuando y” se sustituye por mx’ en el término de menor grado, 
уз — 3x" resulta (m — 3)x 2. De m? — 3 = 0 se deduce m = + УЗ y las tangentes (en punto nodal) son y” = Ev 3х'. 


En el sistema inicial de coordenadas, (4/3 — 2, У 64/3 — 9) es un máximo y (/3—2, —У ev 3--9) ез ип 
mínimo. La recta x == —3 es una asíntota vertical. El punto (—2, 0) es un nodo, las ecuaciones de las tangentes, no- 


dales son y — + VETE: + 2). 


Problemas propuestos 


Estudiar y dibujar las curvas siguientes. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19, 
20. 
21. 
22. 


(x — 2) (х — 6y = 2x? 23. x(x — Dy = х? —4 33. (х? + y? = 8xy 

x(3— x9)» = 1 24. (x + D (x + 4)y? = x(x* — 4) 34. (x? + y» == 4х%у% 

(1 — ху = xt 25. y? —.Ax*(4 — x?) 35. y! 4ху? = хі 

ху = (х? — 9)? 26. y? = 5xt + 4x5 36. (х? + y? = 4ху(х? — y?) 
2ху = (х? — 1)? 27. ух = x'(8 — х?) 37. у? = х(х — 3)? 
x(x*—4) = x! — 6 28. y? = x*(3 — x) 38. у = x(x — 2) 

y! = хх? — 4) 29. (Gà — Dy? = х 39. 3y* = x(x? — 9) 

у = (х® — 1) (x* — 4) 30. (x — 3? = xt 40. х2у? = (x — 3) 

xy = х? 4 3х + 2 31. (x — 6y* = x*(x — 4) 


(x? — 2х — 3)у? = 2x + 3 32. (x? — 16)? = x*(x — 2) 


Capitulo 25 


Fórmulas fundamentales de integración 


UNA FUNCION F(x) cuya derivada, en un cierto intervalo del eje x, F'(x) = f(x), decimos que F(x) es 
la primitiva o integral indefinida de f(x). La integral indefinida de una función dada no es única; 
por ejemplo: x?, x? + 5, x? — 4 son las primitivas o integrales indefinidas de f(x) = 2x ya que 


TS 2 Жи (рма 2 E HUNE. 2 E ин . "P == А 
"e (x?) dx (x? 4- 5) эс (x? — 4) = 2x. Todas las primitivas de f(x) = 2x están representadas 


por la expresión x? +,C, en la que C es una constante cualquiera y que se denomina constante 
de integración. 


La primitiva o integral indefinida de la función f(x) se representa por medio del símbolo | 1463) 
dx. Por ejemplo: |х dx == ЊЕ. 
FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION. Algunas де las expresiones que figuran а con- 


tinuación se deducen de forma inmediata de las fórmulas de derivación vistas en capítulos ante- 
riores. La fórmula 25 se puede comprobar teniendo en cuenta que 


4 иу а? — u? + а? arc sen +C = ма? —и? 
En algunas fórmulas aparece el signo de valor absoluto. Por ejemplo, escribimos 
5. f e = ш +С 
en lugar де 


5(a). [= = Inu + C, и> 0 5(b). se = ш(—и)+ С, u<0 
у 


10. f tag udu = In|secu| + С 
n lugar де | 
10(a). fos udu = Insecu + C, siendo и tal que secu = 1 


10(b). f tag udu = In(-secu) + C, siendo и tal que secu = —1 


1. f ¿ro dz = ја) + (С 9. f cosu du = senu + С 
2. fet» = fuar + ЁС 10. у; {ар и ди = Тпјзеси + С 
3. f^ de = a | udg, siendo a una constante 11. f соби du = Тјепи| + С 
mt] 
4. fra = РС, т=-1 12. f secu du = In|secu + tagu| + С 
5 т + 1 
5. fe = ти + С 13. Т «си = ]n|escw — cotu| + С 
и 
Сч а“ 
6. еа = ha С, а>б,лаге1 14. se u du = tagu + С 
7. | edu = е + С | 15, f esc ы аш = —cotu + C 
8. f = —cosu + C 16. f secu tag и du = веси + С 
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2” 
» 


5. 


6. 


1. 


8. 


9, 


10. 


FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION . [САР. 25 


17. $ escu cotu ди = —свси + С 23. [= = In (u + Vut a) + C 
у из + a! 
du à u du 

18. 1-2- = =+ С f- = 3.43 

Je arc sen | 24. узса In |u + V-a] + С 
19. a = 1 аге tag T + с 25. уу аи = Juva- из + ie arc sen y + с 
20. fs 1 are sec < + С 26. f vere du = kuvu’ + а? 

ЗОО eco 
21. ай = 1, Е “lc 

м? – а 2а uta 

27. уме а = Дим и —a! 

22. i тт 2 “| + С = реа + С 


Problemas resueltos 
Јев = Erro — & југа = fra = ro = Зее с 


-1 
[= раза = ®ү+с = 
| бг —Б= 22 = af ша - 2 5z. + 3z + C 


fa-2vsas = f na = $ ana = f^ = qe g +С 


3s! + 128*+ 168 +C |, 


| 


fee = er, С = 325 + C 
= 1/3 | 


fe + 4)* 48 = fo 24s + 16) дв = 9(js8) + 24(48°) + 168 + C 


3 3 _ 
x? + br 4 ax E $ esame 27 ls 452—446 = 4 4 544346 
zi 2 —1 2 2 


8x! d 
Calcular: (а) је“ + 2)* + 3х8 dx, (b) | (х? + 2x dx, (с) [oe (d) | TES TE 


Haciendo el cambio х! + 2 = а; tendremos du = 3x? dx. 


(a) ИЛТ = ЁС = нё+сС = Hr +2) + С 


з ИГИ 28 1 s} 13 e 353 de = 1 du = 1," +С = 2 (gs + 239 + С 
(b) (æ + 2) r’ dx = 3 (x° + 2) 3z! dz z ) Чи 3 3/2 9 
8x* dz des 21 = = В == = _8 1 28 == ж кые 
(с) | = 8 3 | (+) Bda = q | иди = ЧЄ +C ccepit 
3 1 * 1 £ E EETA = 3 s” 
(d) f LR ife» vwgsds = l( umidu = 14440540 = gc 
Уг 2 3 : 


Calcular [ ЗхМ 1 — 2x? ах. Haciendo el cambio 1 — 2x? = и; tendremos du = — 4x dx. 


f Beyi- 22 dz = 3 (- 1) | (1—22) (da да) = -3f u” du 
= E Eu + С = -iü – ae + с 
11. Calcular | GEI Haciendo el cambio x* + 6x = и; tendremos du = (2x + 6) dx. 
(®+8)4х _ 1 f 3 1/3 = 1 f -1/3 
(sce ^ 2 (x! + 67) "3 (2x + 6) de 2)" du 


== 1,3 3/3 = 3 3 3/3 
= 5'3" +C = q (e + 62) + С 
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12. f ува de = -$ f a- (2s da) - 1.901 а) + С = FU an + С 
13. (| Уа de = | (1— 22590 de = -i | (1 — 222) (—42 de) 
= -iža-z +С = -la-m + С 
M. з = не = f ene ап ам ан = да + Жа Pa" +С 
15. oda = Sd) ё = a+ +0 = + 140 = 4c 
FORMULAS 5-7 
16. [= = misc п. (25, = (5222 = ши + С 
в. (52, = 5 (5: = lnc = 11522-31 60, siendo а= 20-38 у du-2d о 
19. J4 = 5 ird = jnt- +C = Баја — 1| + Ino = meyi] 
20. саса I -i 62-05 Em 120] + С = TTE 
21. | == a = f Ga dz = æ + |+ +С 


ы 
22. fe = -f e`" (— dg) = —е* +С 24. f as = 5 f az) = a 6 


! x ix : 
23. || аа = 3 | аваар - 1022) + с оз. fp = -f e (E) = ее + С 


4 z 4 - 
26. f eem - || ам = ue = e.c siendo u = 6-1 y du= etdz, о 


f + са == [елуде 3 eir шоо 


dx = pec dx ат Nd ~е“= do p -z AEA ех 
zi е+1 7 14675170 14--675 пе +C = т= + С 


| = х— 1һ(1+е) + С 


El signo de valor absoluto no se precisa aquí, уа que 1 + ех > 0 para todos los valores de x. 


FORMULAS 8-17 


28. f sen {= іх = 2 f sen х 4dr = —2cos dx + C 
29, | eos 32 dz = 1 | совва + 3de = Lenis С 
sen! х 
30. ЈЕЛЕ cosx dr = f sent (сова ду) = fes d(senz) = a ал C 
81. f = OE dr = — Sene de l- — 1а |созх| +C = теса + C 
cos x cos x 
32. | tag 2x ах = if tag 2r*2dx = 218 [sec 25| + С 


33. у = сокая ав = if cot х? • 2х de = 5 In [sena] + с 
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34. f sec z а = еы = [sez tag z + secte фу; = ју|весх + лара | + С 
зес х + tag x sec х + tag x 
35. | sec vz 22. = 2 f secar luas = 2In|sec yz + tag Yx] + С 
А Ут ` 2 
36. f sect zaz ах = 4 sec? дах · 2a ах = tag аш +C 
" 2a 2a 
37. f Ent сове, == | (авг + na = Inlsecx| + x + С 
: cos x 
seny ду _ 2 
38. fuse E | тав у весу ду = зесу+ C 
39. || а + 18 арах = | а + 2g ж + tant) de = $ (вес + 2 хав 2) de 
= tagz + 2lnļ]secz| + C 
40. feme dz = $ coset edx = sene + С 
1 РАД 
41. f өөө sen 2z ах = -3f e'**(—6sen2z dx) = — 5 +C 
ах УУ 1 — cosz E 1 — cosg 2 Ї EE 
42. St = fima Senis ах = (esc? x — cot x csc x) dz 


= —cotz-escz + С 


43. f (tag 2x + sec 2xY dx | (tag? 2х + 2 tag 2x sec 2x + sec? 2x) de 


- | @ sect2x + 2 tag 2x sec 2z — 1) de = ар 25 + вес22 — ғ + С 
44. || escu аи = qus 25 f rer orem = ftr = јаз] + С 
Pc 

45. f беса - 1) dz = || (sect 4z — 2 sec 4z + 1) de = ltag 4х — + 10 | вес 4х + tag 42 | + ++ С 
46. IE т pf mee Lm = ЗОО + С 
47. |с. = fim = 5 5122-20: = > In(1 — cos22) + С' 

= jin(2sn'z) + C = 42421 епа) + C = In|senz| + C 
FORMULAS 18-20 
48. fus = aresenx + C 51. [= = arcsen? + C 
49. Бал arctag z + C 52. 352 = 3 aro tag + С 
50. Si = агсзесх + С 53. | = = i TET = 1 атсзеп © + С 
54, i = 2 = Larctag 22 + С 
55. Su = y = 1 агезес 22 + С 
56. fA = us = 3 аге епз? + С 
57. f - i GE = Ж = УЗ eus 4 С 
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. 4 
58. f = AE E— ы = Dare вес 2 + С = ЕН + € 
xyxt—1 2 Y (ay — 2 2 х 
de £ +2 | ах 2 es 52 - 
59. bd = агскп— + С 60. A E ap] ^ acuse + С 
3х% — 41? + 3х | LN „= 4 ааа, 
6l. fe ст ds = ШЕ je = 7 — 42 + dare tag x С 
sec х tàg хайх _ 1(02вяесхїайтйх _ 1 HERI. 
62. NEXOS 3E Xt Quart $ arc tag +С 
63. П = шефа [-4 = —Мї—а#}+ 8 arcsen x + C 
У1-2 =y J yl Ел у 1—хї DESC 17 
"(27 —Туах _ 2:4х — д => 249 Урал mud 
64. | и = 219 2: сырой = In (x? + 9) з are tag y + С 
A — A V5 are ag LEDO , 
: y? + 10y + 30 J (у*+ 10у +25) + 5 (у+5) + 5 5 
== = | = ==. arc sen 2 = + С 
4 Y20+8x—a* 36 — (х? — 8x + 16) У36 — (x — 4)* | 
dx 2 dx 2 dx 1 2х +1 
„с=з с = = 2 | НИНА оре; $6 
98. ) z312245 4x! + 42 4 10 (2x19 49 qo eq 
z+1 E 2x + 2 _ (2x — 4) + 6 ES (2x — 4) de ©] эст 
ыг EI Е 3 15 surdis 5 Scarpa 2 Реван 1 ГЕ. 
(2x — 4) de 1 2 3 -2 
= EM cl —4 NP t + С 
TE- -Fig 2118-4848) + gare ag 57 


El signo de valor absoluto no se precisa aquí, уа que x? — 4x + 8 > 0 para todos los valores de x. 


69. = wee = == arc sen = +C 
V28 — 122 — a? v64 — (а? + 122 + 36) v64 — (x + 6)? 
16. f х +3 пр = - A Е Е аа. а o. 
УБ — 45 — 28 ата 2J у5-4:-2 
-i __—2х—4_ 


V5— 4х — q? + === 4х — e? 
m Е 
тт М9 — (x + 2): 
УБ 400 + arosent E + С 


27+3 t 18x + 27 E (18x — 12) + 39 y 
is | sse = 9) ба-18:4895 9 9х*—12х+8 06 


P Mg . 18x — 12 E ЕУ f dx 
es 21 LT 


= im (9x? — 127 +8) + 13. arc tag 328 24c 


72. í E ENIM Жол = DEN Ni Ber tt E 
Visa 26 y dx — a? 2. У4х — a? 


—V4x — zi t 4 arc sen 22 + С 


Оре зен НЕ de +a | 
2 | ух — х? У4 — (х — 2)? 
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FORMULAS 21-24 


de 1l, |х—1 d: _ 1 НЭЭ 
13. pi = jn zi1 1C 76. Тєв = 61 + с 
de _ 1, |1+ de _ : 
n. | = = m ҮР үс 11. ју = пау +1)+ С 
dx 1 x da | 
15. — = mi |+ С 18. | = = |+ уі} +С 
zy 5 х+2) - \/хї — 1 | | 
dz 2 de 1 
79. Sas = 1(-228-- = —]n(2xr + уде +9) + С 
41° + 9 Ver) + 3° 2 
30. је = = 1-2 342 2 limj32+vy92-25| + С 
y 921 — 25 92" — 3 
de _ 1 Зах 201 Зх —4 
ын Sa 708, (81-16 ^ 24 " as C 


dy = ifa dy _ _ 1 эн 
82. | 25 — 16 ^ 58-04 = ao" [s-4y| ^ € 


– 1, €+39-1 = 1, [1+2 
8. Fes TTG = fes = gh A +C = gh i.c 
- 1,, 23272) 2-1 z 
84. s - Si” = ¿mba +6 = qnam + © 
85. | == = f -= = Inis-24 удаа +C 
J ydet sg! М(8+2) —4 
86 f de = 4 ftt as — if 2z de +2f de 
үа +9 "CES. 2) Ya+9 Уз? +9 
= Ух +9 + 2 (2 + У27+9) + С 
2х-3 4, _ l1(8—1 _1(_8rde -if 24, 2 dz 
87. 429 11 4 T 4 42111 = 4J 42-11 4x! — 11 
= Lin ја 11 – ЗУП за 2 2z- Vil 
4 уп. 
88. [== __#+2 - __22+4 0 – if 95 + 2 а + | dx 
ҮҮТ à ЕТЕМ Va! + 2z — 8 М(х +1) — 4 
= yzix2r—3 + 1п]=+1+ у2+2:—3|+ C 
Nu Вх — 16 E 1 8х + 4 dx 
5. ILL = -3 8.) ria dz = =8) жа+а: - 3 jd + y (2r D 4 


_1 TOME 5 p 
5 18.14 445-3| + 1618 2249 

FORMULAS 25-27 

90. {5—5 а= = цанын 


91. || уз= 42 а= = if М3 40.905 = 22 J= 425 + раен у 0 
= ае С Ы 


92. f Маз а = Lava — 36 — 18 1 |х + Vz22—36| + С 
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i 


2. [58 узв gms узе +5) | + с 
3 


= Е: + 5У8 па (Уба + УЗБ) + С 


83. f Vans as 5 ЈЕ f УЗ” уза: 


4. уу: аг = усет а 202322 + 2 are sen” +c 
95. || угаагч Бас - | V(2x — 19 * 4 * 2dz 


- L rias casis + 2 (22 — 1 + үш йк +5) | +c 
_ 2x—1 1 = 
= Vte —4x +5 + In (22 — 1+ vár’—4ár+t5) + С 


Problemas propuestos 


Comprobar las siguientes integraciones. 
96. f (42° + Зх? + 2x + 5) х = x+ х += + 55 + С 


er. f 672-722 = 3e — æ — 2375 + С 


H 
| 


98. f (2 — 3х + x?) de 2x — 322/2 + xz'/A + C 99. | (а®— 1): dx = 25/5 2x l4 х + С 


100; f (Ух – фз +2/Vz)dz = фа" Je + 47: + С 


101. f atm = Ha+z +C иь | (+ 34: = 0109-33-00 

102. | (2 29% de = ¿2% + С 113. f (4 — аза: = $a — 8а + фат + С 
1з. [E = - + С n. | ¿2 = m 0 

ш. | c = ip + © us. | дай» = ДЕ t€ 

105. | = = 2у2+8+ С us. | а-гуах = z- фа + а + С 
106. f УЗ idr = {32-18% + С ш. (| (1 аа фк = 4e — 8e + фаб + С 
т $ VI ада = $389 + C 118. | (ада = — HP + С 
108. f (24% +3) л = ¿(eta + C Hs: f йз M еа 
109. | (абе = qu једу +С 120. f Veri = "+ +с 

по. f ('—1)хйт = f-19 +0 ш. f Дасен 


а 3 
пи, f Vi+yydy = уз + С 12. | GT" = ¿yla +ђ + С 
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(1 + yz) 2 
23. [бе z0 +узг)* + С 


124. | У (8 Бх) х = 2251(1—2) + С 


125. f {x +1)(@—2),,„ = 257 LL — Az! + С 


x 


ix. f 42 = mjz-1| +C 
z—1 


m. fum = 


3a d. 3 
128, f l2 = 51а (+2) + С 


129. | == = E 


-1 
130. EE шовю-21| 41-40 


218 (82+ + C 


-imn-z|4c 


1 


131. pr tig. = уз 2 |е + С 


2 


лыс 


In АЈ 211 6 
25 +1 


241 
132. fre = 


42 
14. | adr = it + С 


iss. | ех = ie" + С 


= e + с 


137. ( e tiede = фес + С 


138. | леда; = феб + С 


139, f (e +1) dz de" + 2е* + x + С 


1 

% 
н 
| 


140. | (er =) da Түүх С 
м | (er + 1)?е° de 
e? 

142. f 53 32 -= 
мз. (| „+ Лу E E, 
. =з х = ze = — Y 


ш. f Ea = п(е+1 — 2 + С 


e+ + С 


jm (543) + C 


145 fx = In (е?= + 393 — 1, +C 
у e.g 7 Б] 


2-0 јр ане С>Ф0 


ах 
146. | === 
Mare (1- yz) 


dx 3 
147. А + sao In С(х +1), C>0 
148. f sen 2x dz -i cos 2x + C 
149. ff cos]z dr = 2senjz +С 


is. | вес 3x tag dx ах = 3 tag 3x + С 
151. f esc!2r dr = —4cot2x + С 

152. f x sec! х? ах à таа + С 

153, f tag? х dx = арх – х + С 

154. | tag jade = 21а [sec jr] + C 

155 | сзс3:4: = 4 1а | све 3х — cot3x| + С 
156. f b secar tag ag dz = 2507 + с 


т. f (cosx — sen x) dæ = æ + }сов2х + C 


is, | sen ax созах dz = E зеп? аз +С 


= — dr costas + С' = — dz cosas + К 
нө. | sent cos х de { зеп' + С 
160. f costxsenzdx = — { совт + С 
“завь | савез secta de 4 а + С 
162. | сой За csc? 3x de = — Jy cot 8z + С 


<(tag $x + sec 42) + C 


а f т==г 


de 1 — cos 3x 
164, | 1 + cos 3x 


3 sen Зх +С 

165 Si = e +1 (cotas = +с 
5 lom cm q (со ах — све ax) 
22 (ар 2да = 1 ‚© 

166, | sect T tag = dz = 5 ®!аЁ ze 

sec 3% y x 

167. Jeza 3z = 


sec” х 5 PET 
Кон = q secta + С 


п [tag 3x| + С 
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169, | е8: sec! 21 dy = феб + С m. | е шее ЦӨЛ, sen SE + С 
Vias 3 2 
1 ax 
m. f etad: cos 38 dr = ье“ + С 177. || ST = ¿are tag 3 + С 
ах ху5 sen 8x 1 sen! 42 
т. |- = аге sen +C 178. |E de = Gare tag —— + С 
V5 — ai Б] 9 + sen 42 12 3 
5 
im. | цах - V tag до m jm sec’ x dx = > arcsen (2 tag x) + C 
+a М1 —4 tag? x 
dx УБ 5 z 1 
из. $ == = —arc sec —— + C 180. ———— = < gre зепјпх“: + С 
шүх-5 5 5 f zm 3 
e? dx 2 
174. (= = arcsener + С i. | Eas = le- „ + УЗ аге ар a С 
~ ze 
175 f Sx = lireta е?= + С 182 20082848 — V2 ar ta sn?r | c 
e} IF 3 E tJ депо 48 ^ 8 816 "88 2/2 
(22 3) ал _ (2+6) а= _ ах А _ 9 +3 
1585) O e ia | e a нг шй М 
— 1) de 1 (^ (6х — 4) ах de у 3х—2 
Pa м. f ez саа SS касета Ј саставе = 6808-4889-Їрах ag тј + 0 
а = - УТ ба а + Baresen == + С 
y27 + 6х — х 
в. |-2-25- ашы uin = У12х — 4х* —8 — 1 arc sen (2x —3) +C 
v 12x — 4x? — 2 
т. | - fer + С нө. | 5852 = ¿in 2-1 + С 
ах 1 2х ~ 3 à dx 
188. f Li = па | | 191 | == = у(х + ух+4)+ С 
4x* — 9 12 9x +3 d Vaud 
x 
dx 1. 287 
im. | 522 = ¿In hei 192 | === = gn |2х + V4=2b | + с 
y ta? — 25 


193, П VI6-9s de = g2V16—92 + Загсын + С 
194. f Va'-16dz = фауа—16— 81n |z +yz — 16| + С 
195, ff Уа 9 de = Даул +9 + 8 (2z + Va X8) С 


196, f үх —2е— 34; = dAx—1vyvzt—-2x—8 —2m|x—-1-cyz'-2z—3| + C 


м. | vV12-c4xr—z!'dx = i(z—2)v12- 4x — a? + 8 are sen 1(z —2) + C 


198, f Уз + 4х х = Их +2) уз? +4: — 21n |z-K 24 Va? t 45| + C 


у 


A 
199. | Их? — Ву de = (5 — 4) Ух? — 8: — 8ln|x-44+yx*-8x] + C 


20. | убх — x? dx 202—3) V6z—2 + 3 аге зеп 2-5 + С 


Саришо 26 


Integración por partes 


INTEGRACION POR PARTES. Sean и y v funciones derivables de x. En estas condiciones, 
dlu) = и к + vdu 
udv = d(uv) — vdu 


(i) f = a [эд 


Para aplicar (i) en la práctica, se separa el integrando еп dos partes; una de ellas se iguala a u 
y la otra, junto con dx, a dv. (Por esta razón, este método se denomina integración por partes.) 
Es conveniente tener en cuenta los dos criterios siguientes: 


(a) La parte que se iguala а dv debe ser fácilmente integrable. 
(b) | v du no debe ser más complicada que f wu dv. 
Ejemplo 1: Calcular | ae”? dx. 


Hacemos и = x* y dy = e? x dx; de donde du = 2x dx y v = је“. Aplicando la fórmula 
) verde = фае" — | aetas = jue” - је" + С 


Ejemplo 2: Calcular f In (2? + 2) dz. 


Hacemos и = In(x* + 2) y dy = dx; de donde ди = AI y y — x. Por tanto, 


fena = = 1(22+2) — MAE = zln(z'42)-— f(e- sig)e 
= win(z-2)— 20 + 2у2 arc tag s/ V2 + С (Ver Problemas 1-10.) 


FORMULAS DE REDUCCION. Las fórmulas de reducción permiten simplificar el cálculo cuando se 
haya de aplicar la' integración por partes varias veces consecutivas. (Ver Problema 9.) En general, 
una fórmula de reducción es aquella que da lugar a una nueva integral de la misma forma que la 
original, pero con un exponente mayor o menor. Una fórmula de reducción es ütil si, finalmente, 
conduce a una integral que se pueda calcular fácilmente. Algunas de las fórmulas más corrientes 
de reducción son: 


fete Ha" + inca ye) Жа 
(в) m (tudu = Meca ү men | (алжајсаи , m 1/2 
Ф fut = -M + im - San). тил 
LM f (и? – а)" ди = цаа" E ime f 08 -а 5 й ) m» -1/2 
(Е) fee du = iue - | yal ез du 
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(F) $ sen" du = eru сови + =з, ѕеп” 72 ц du 
(С) | cos” u du =. gost senu + шэн [ cos" 5 u du 
(H) fev u cosu du = мп" pen и + roi | sen" u сов“ * u du 
= - 3017 и соз ы + т | sen""*wcos'udu, тч —п 
(1) { и" sen bu ди = ~ совђи + * f и"! cos bu du 
(J) fe cos bu du = sen bu — 7. f u" ^! sen bu du 


(Ver Problema 11.) 


Problemas resueltos 
1. Calcular | х sen x dx, 


Podemos seguir los siguientes caminos: 
(а) и = x sen x, ду = dx; (b) и = sen х, dv = хах; (c) и = x, ду = sen x dx. 
(а) и = xsen x, ду = dx. Por tanto du = (sen x + хсоѕ х) ах, v=x, y 
[sen хх = ох+х еп х — | x(sen x + x cos x) dx 

La integral que resulta es menos sencilla que la original por la cual se descarta este camino. 

(b) и = зеп х, ду = x dx. Por tanto du = cos x dx, v = 43, y 
| хэеп хх = ји sen x — | іх? cos x dx 

La integral que resulta es menos sencilla que la original y también descartamos este camino. 

(с) и = х, ду = sen х dx. Por tanto du = dx, v = —cosx, y 


EL = — cos x — | — cos x dx = —xcos x + snx + С 


2. Calcular | хе“ dx. 
Sea и = x, ду = e* dx. Entonces, du = dx, у = е", y 
| xer dx = хе*— | ах = хе" —е- + С 


3. Calcular [ x* In x dx. 
dx х! 


Sea и = In x, dv = х? dx. Por tanto, du = XM BUTS 
х! х? dx x? 1 х! 1 
2 3» a е сй A 2 adis mE 
јепха y nx IE = y nx + | ea y nx 9 х ч С 


4. Calcular f ХМ + x dx. 
Haciendo и = x, dv = V1 + xdx. Tendremos du = dx, у = #1 + xy у 
| VI Fx dx = $x0 xm ја + да = 30 + де —--@ ++ +С 
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5. слање far sen x dx. 


Haciendo 4 — arc sen x, dv — dx, Tendremos du — dx[AM1— x, v = x, y 


| aresen z dz = хиаг = J AE zda = х атсзепх + Ya + С 
* via? 
6. сасиаг јал d 
Haciendo и = sen x, dv = sen x dx. Tendremos du = cos x dx, у = — С05 Х, y 
| sen? g dz = — зепх cosg + | «айв dz 
= —senteosa + f a- sena) dz = —¿sen2x + | « - | sen? x dz 


Pasando al primer miembro la integral del segundo, 


2 | хага de = —1}зеп2х+ +С y | sent z dz = 4r ~ 4 sen2x + С 


~ 


7. Calcular f sec? x dx. 


Haciendo u = sec g, dv = sec? х dg. Tendremos du = sec х tag x dx, v = tagz, y 


| sectz ах = seca tag z — | sec x tag? тат = seca ава — | вес (вест — 1) dz 
= Secx tag x — Е ах + | sec x dx 
Por tanto 2f sec х dr = весх tag xz + | sec х ах = secr {арх + In | зесх + tag z| + C 


у | secta dz = 4(вёсхїад x + In |secz + tag |) + С 


8. Calcular | х? sen х dx. 
Haciendo u = z*, dv = senz ах. Tendremos du = 2х ах, v = — соѕ х, yc 
f z senz de = -at соза + 2 | г сова de 
Haciendo en la integral resultante и =x у dv = cosx dx. Tendremos du=dx, v = seng, y 
| 2 senz de = -at сова + 2 (аса — | senz dx) 


= —2cosr + 2g seng + 2cosz + С 


9. Calcular f 3e de, | 
Насјепдо ц = х5, dv = е? de, Tendremos du = 82° х, о = фе, y 


| adenda = ¿ue - ef z*e** dx 


Haciendo en la integral resultante и = х у dv = e dz. Tendremos de = 2z dz, v= 465, y 


3 3 8, 
| aver ах = lee — Hie - | xe” de) = Хаж - 48 + sf хє! dx 


Haciendo en la integral resultante u=x у dv= e" dz. Tendremos ди = ах, о = фе, у 


3 з ј1 1(. 
| verde = Td - 17“ + ге -3 | е? “| 
- 1 $5022 _ 3 252r 3 2r — 3 zz 
= gre 176 + 176 85 + С 


А а = 
10. (a) Haciendo = х, dv = (85258) Tendremos ди = dz, v = ет 2)a avi , y 
SE ade | _ FI + 1 | х 
(9 = ай)" 7 (ёдт-02)08 = ај" 2т-2.4 (а == 27)“ ' 
1 +1 3 + y2ym 
(b Haciendo и = х, dv = x(a* + ?\”-!4х, Tendremos du —dz, v = am e + a)”, y 


` m- 3 - tx ~ "ol * 21m 
| ха? + x?) de = as = 20) = э; [ (a? = 23)" ах 
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11. Hallar: (a) | тэ (5) || (9 + giyn dz. 


(a) Como la fórmula de reducción (А) reduce a una unidad el exponente del denominador, aplicándola dos veces 
resulta: 


ж. ж M MENU ERN SE 2 х 2 х 
(xa = зарж? A TS = aata 30420570 
(b) Aplicando la fórmula de reducción (B), 


| (9 + 2) dz = 1.29 + туз + A | (9 + 22): de 


= 1268 anto. 51 (a(9 + zv + олп(2 + Уза) + C 


Problemas propuestos 


12. f х cosy dx = xsenx + созх + С 13. | х sec?’ 3х ах = ? ag 8хд- 218 [sec 3x| + С 
14. [ arc cos 2x dy = xarccos2x — 3У1- 4 +C 

Xs. f arc tag z da = xarc tag x — n Vi +z + С 
16. | У] = dz 


18. | аа tag x бх = 14(х*+1)агсадх— {х + C 


: xe dz _ e 
— 85 (1 — 2)? (152: + 122 +8) + C 17. | = qup E 


19. (sendas = petet de р + С 
20. У senta ах = -4 cos!z — sen? z cosx + С 
Мә. | æ? sen x dr = -—a*cosz + Sa'sena + 6 cosx — бепх + С 
р 2 
22. {= бз у ые 23. осе гере E (821 —42 +8)/1+= + С 
vat bx 3b Y М1+%х 


24. || = are sena? de = 32° are sena? + фУ1— + С 
25. | senz sena az = 4 sen 32 сова — gsenz cos 32 + С 


26. f (Inz)dz = ја (senlnnz — cosInz) + С 


21. | еч соз Ык йл = үс — XD ЕЕ сс (sen кый. коз Эл) + С 


е (a sen bx — b cos bx) +С 


28. f е sen bz ах EF 


: а? а а? = д2) = х? х? ах А 
29. (а) Poniendo f т ооны = | ( лг Euge d - f TE me ic | -= (85 шук У aplicando el 
resultado del Problema 10 (a) deducir la fórmula de reducción (A). 
(b) Poniendo || (а2 + x* "dx = a f (а? + xdg = | zí(a! + z?) ах у aplicando el resultado 


del Problema 10 (b) deducir la fórmula de reducción (B). 


30. Deducir las fórmulas de reducción (C)-(J). 
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dx _ z(b—8z?) | 3 1-х Ї de _ £o 
31. f (1 — xt) B 81- x?) + 16 In E —x +C 32. (4+ gi = 4(4 + х2)! +C 
33. | (4— х") dx = jx(10— 27) У4 — 23 + 6 агсѕеп ir + С 


ах 2 1 r(3x? — 80) ‚8 ж — 4 
м. Sets = us ru +в |е ro 


35. f taz = фа(вх“— 262" +33) Уз? — 1 — 51| + yY2=1[+.C 


36. | senta ах = фи — фзепж сова — lsen?zcosz + С 

37. f соз? х ах = (3 costæ + 4cos'z + 8)senx + C 

38. $ senta costa dx = —4 соз? = (sento + $) + С 

39. f sen'z cos х dx = 1 ѕеп х (costo + 3 ecos tx + #) + С 


Otro procedimiento útil en los casos más complejos у laboriosos de esta sección, resulta al considerar que en (ver 
Problema 9) 


(i) f er дх = ice - inter + Pue” — ger + С 


los términos del segundo miembro, sin tener en cuenta los coeficientes, se obtienen al derivar sucesivamente el inte- 
grando x?e!*, Así pues, 


(ii) [ xe™ dx = Axe” + Вх?е?* + Dxe* + Ee + С 


y derivando 
xe = 24x%e* + (ЗА + 2B)xte** + (2B + 2D)xe** + (D + 2bE)e* 


Identificando coeficientes, tendremos 
2А = 1, 34 -2B = 0, 2B + 2р = 0, D+2E=0 
De donde 4 = 1, В = —i4 =—> D = —В = {, E = —ђр = —4. Sustituyendo А, B, D, E еп (ii), obtenemos (i). 


Este método se puede aplicar en е] cálculo de | f (x) dx siempre que al derivar repetidamente f(x) зе obtenga un 
nümero finito de términos diferentes. 
40. Calcular [ e* cos 3x dx = ?/e™(3 sen 3x + 2 сов 3х) + С haciendo 


[ee = Ае? sen 3x + Be'* cos 3x + C 


4 


má. 


. Calcular [ e*(2 sen 4x — 5 cos 4x) dx = !A,e*(—14 sen 4x — 23 cos 4x) + С haciendo 
| е°(2 sen 4x — 5 cos 4х) dx = Ae* sen 4x + Ве? cos 4х + C 
42. Calcular [ sen 3x cos 2x dx = —/,(2 sen 3x sen 2x + 3 cos 3x cos 2x) + C haciendo 


| sen 3x cos 2x dx = A sen 3x sen 2x + B cos 3x cos 2x 
+ Dcos 3x sen 2х + E sen 3x cos 2x + C 


3x 
43. Calcular | ex? sen x dx = 0 [25х%(3 sen x — cos x) — 10x(4 sen x — 3 cos x) + 9 sen x — 13 cos x] + С 


Capitulo 27 


Integrales trigonométricas 


LAS IDENTIDADES que se utilizan en la resolución de las integrales trigonométricas de este capítulo 
son las siguientes: 


1. ѕеп? х + соѕ х = 1 7. senxcos y = 1 еп (x — у) + sen (x + »)] 
2. 1 + (аз? х = sect х 8. senxseny = {[соз (x — у) — cos (x + »)] 
3. 1- сойх = сс? х 9. cosxcos у = ¿cos (х — у) + cos (x + у)] 
4. sentx = }(1 — cos 2x) 10, 1— cosx = 2sen! ix 

5. cos? x = K1 + cos 2x) 11. 1 + соѕх = 2 соз? dx 

6. ѕепхсоѕ х = ¿sen 2х 12. 1+ ѕепх = 1 + соѕ (фл — x) 


Problemas resueltos 
SENOS Y COSENOS 


J. f = ||| da – совга) dz = de — }зеп2х + С 


2. f созе ах = || и + совба)4а = је + dQsenóz + С 


~ 


Ё || senta de = f senta sena de = f d — costa) sen z de = —cosx + фусох + С 


4. | сома да = f costz сова dz = || а — sena) cos a de 


f cos x dx — 2 f sen? x cos x de «f sen*z cos x dx 


seng — ¿seno + ¿sente + С 


5. f senz costa de = f senta costa сова dz = || senta (1 — sent 2) сов de 


| senta сова Фа — | senta сова de = узела — [sena + С 


6. | cost 2x sen? 2х dx = f cos! 2x sen! 2x sen 2x ах = f cos! 2x (1 — cos! 22) sen 2х dx 


= | cost 2x sen 2х ах — f cos’ 2g ѕеп2х dz = — 11у cos!2x + jd cos'2x + C 
7. | sen? 3x сов 3x ах = f (1 — соз? 3x) соз? 3x sen 3x dx 
= | cos* 3x sen 3x dz — f cos! 3x sen 3x dx = — A cos" 3x + ая сов 3z + C 
о 
у sen? 32 соз? 3z ах = ( sen? 3x (1 — sen? 3x)* cos 3x dx 


n sen? 3x cos Зх de — 2f sen? 3x cos 3x dx + f sen” 3x cos 3x dx 


т; sent 32 - 1 зепе 32 + 34 sen! 3x + C 
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8. fes dx | (= км Ејс: az = 3 sen 2 - вл + С 
|| senta dz = f өөлж аг = Pf а ~ cos2a) dz 
= 1 | ах – 5 | созе de + 4 | сом 2 de 
= dui | сова dz + 5 | @ + сова) аг 


_ 1 1 1 23, 1 1 
= n ,9*n2z + ga + zgsende + С = g* д зеп 22 + ш зеп ба + С 
10 | sen? x costa dz = 1 sen? 2x dz = 1 | (1 — соѕ 4х) дах = 1, - 4 en 4z + С 
: 4 8 8 82 
11. | sen*3z соз? 3х dy = | (sen? 3x cos? 3x)sen? 3x de = sf sen? бх (1 — cos бх) de 


= if sen? 6z dz — 1 | sen ва созба de 


= 1 ` - - 1 r 
= 16 | (1 — cos 12x) dz 8 | sen? 62 cos бт de 


= A, 1 1 
= 16” 192 5°" 122 ud sen*6x + d 
12. | sen 82 sen 27 ах = f ico (8х — 2х) — cos (8х + 2х)} dx = 51 (cos z — cos bx) dz 


= TT - 4 оеп Бе + С 


10 
13. | sen 3x cos 5x dz = [| I (sen (8x — 5g) + sen (32 + bz))dz = 2 cos 2z — i cos 8x + C 
14. | cos4z cos 2x dy = if (соз 2z + cos 6х) ах = 1 sen 2х t 5 sen6z + С 


15. f vias = VE $ sen qu dz = —2\/2 cos јх + С 


aya È costÍx de = aya f (1 — sen? $2) cos $z de 
2/2 (4 sen$z — $sen'áz) + С 


16. | (1 + cos 3x)? dz 


| 


17. 


dz у? МЕЈ 
т 00 А = = — т— а 
Ј Шатт, E 2 fa 2) dz 
- VŽ in [ese (ја — 2) — cot de — 2) | + С 


TANGENTES, SECANTES, COTANGENTES, COSECANTES 
18. | tag*z ах = | (ав? х іар? з dz = | tag? х (ѕес х — l)dx = f tag! x sec? х dz — | tag! x dz 


|| мага secta da — [ (вета — 1) dz = ugs — (арх + 2 + С 


19. | tag ix дах = | tlag!z tag? x dx = | tag? x (sec? x — 1) dz 


| 


| tag? х sec? х dz — | ар? 2 dx = | tag*z sec? 2 dz — | tag z (sec? x — 1) dx 
ltag*z — 4 (ай!х + In|seez| + C 


20. | sec*2x ах = | sec? 2x sec? 2z dz = | sec? 22 (1 + іар? 22) ах 


| sec! 2z dz + | (ав? 25 sec!2z dz =  jtag2z + dj tag2z + С 
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21. | tag? 3x sect 3x 
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de = | tag? 3x (1 + tag? Зх) sec? 3z dx 
= | tag? 3x sec? 3z de + |: {ар > 3x sec? 3x de = i; tag" Зх + фар 3= + С 


22. | tag? x sec? x dr = f (sec? х — 1) ѕес х dx = | sec x dx — | sec? x dx 


23. f tag? 2x sec! 2x 


` 24. f сое» ах = 


25, СЭ З= к = 


26. f csc5xz ах = 


= |ѕес? х tag х — А зес (арх — [1п|весж + tag х | + С, integrando рог partes. 


ах = f tag? 2x scc? 2x * sec 2x tag 2x de 


= $ (sec? 2x — 1) sec? 22; sec 2x tag 2x dx 


= $ sect 2x * sec 2x lag 2x de — | sec? 2x * sec 2x tag 2x dx 


== jl sec? 2x — ¿sec 2x + C 


f cot 2x (све: 2x — dx = —}со@2х + {1а [све2х| + С 
f cot! 3x (све: 3x — 1) ах = | cot! 3x csc? 3x ах — | cot? 3x dx 
f cot? 3x esc? 3x dx — | (све: 35 — 1)dx = — 1 cot! 3% + ¿cot3x + +С 


| ese? х (1 + cot? x)! dx 


f t de + 2 | сова esc! x dx + | cott x cac? x dx 


=cotx — {сох — [сох + С 


27. | cot 3x csc 3x dx = f cot 3x (1 + cot! 3x) esc? 3r dx 


28. 1 cot? x esc? x dz 


29. f cos? x дах = 


31. fm ах = 


32. Ї cost de ах = 


33. f sen'zdx = 


f cot 3x esc? 3x dx + | cot!'3r све" 3х ах = — 4 соб Зх — 15 сой 3x + C 


= | соё esetz ese z cot z de = || (esetz — Ту све х ese z cota de 


|| 


|| се: • cesc x cota ах — | свог • csc x сој x de 


= —}сзс'х + језсх + С 


Problemas propuestos 


је + јупгх + C : 80. f зпз22 dz = ¿cos*2x — } cos 2x +C 
Bx — {зеп 4х + ¿¿sen8x + C 


dx + $ зепж + ¿¿sen2x + С 


q tos" e — $ cos” х + costa — cosa + С 
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34. fee = 12 + seng + „рзп2аж — э ех + С 
35. f sen!z cos'z ах = фяеп!т — $sen?'x + ¿sen + С. 


36. f cos? z de eos х — fcostz + С 


37. | sen? х cos! x dz фрсоз:2х — Д. соз2х + С 


38. $ senta cos*z dz = ¡(3x — senáx + [sen8x) + C 
39. / sen 2х соз4х4х = ]cos2x — 1 созбх + С 
40. Ї cos 32 cos2a dz = фѕепх + senbx + С 
41. | зеп ба зеп az = {зеп4х — үЬзепбх + С 
соз? х ахл _ 1 сов?/? g 211413 өл 
42. Toun Conse + gente t€ 43. fma = goot х+С 
3 
44. IE = свег — Lera + С 
зеп • 2 3 
45. | z (cos'z* — sen* 23) dz = 1. (senz? + cos z*)(4 + sen 22) + C 


46. | tag!z de = 4 tag? zx + 10 [cos z| + C 


4T. | tag? 3x вес Зх dz = 1 зес'3х — $ зес3х + С 


48. | ад“ х sec'z dz =  tag"'m + ¿tag + С 
49. f tag*r зес+ х dy = { tag'z + { (арх + С 53. f све" 25 dx = —+¿cot2x — 4 cot*2x + C 
50. соб х de = – } сойх — In|senz| + С и. | ТЭЭХ шог + С 
Е tag = 3 tag*x tag x 
4 " 2 í ? cot* x E Y 
51. cot!'zcscírdz = —}собх — | сойх + С 55. —— а; = —senz — сах + С 
све 2 

52. | со? х сзс z dz = — Резо + pesjx + С 56. | lag x Vsecz dz = 2гувесх + С 
57. Aplicar la integración por partes para deducir las fórmulas de reducción 

(a) ES = — 13977 tu tagu + EZE | secta du 

(b) 87 = - -+ ese tu си + “== fene tu du 


Aplicar las fórmulas de reducción por partes del Problema 57 para resolver los Problemas 58-60. 


58. f sec'z az = { зесх tag х + ¿In|secx t tag z| + C 
59. || зе dz = — } сзсх софх — $esercotz  Bin|esez —cotz| + С 


60. | sect x dx 


Ё зес*х tag x + 4 зес у tag x + Д tagz + С 
ү сарх + 5 [82 + tagg + С 


Capitulo 28 


Cambios de variable trigonométricos 


UN INTEGRANDO, que sea de una de las formas, ~ а? — b?u?, + bu? o ybu? — а?, se puede 
transformar, si no contiene otro factor irracional, en otro ndi a base de funciones trigonomé- 
tricas de una nueva variable, efectuando los cambios siguientes: 


Para hacer el cambio para obtener 
уа? — b*u* = $ senz ам 1 — sen? 2 = a cos 2 
val + bu? и = tagz avl + tag? 2 = а зес 2 
b 
V bu? — а? =$ secz av sec? z — 1 = atag 2 


En cada caso, la integración conduce a una expresión en función de la variable z. Para obtener 
la solución correspondiente en función de la variable origina] no hay más que deshacer el cambio, 
es decir tener en cuenta las relaciones pitagóricas en todo triángulo rectángulo, como se indica 
en los problemas resueltos. 


Problemas resueltos 


1. Calcular f —R. 
ayas a? 
Haciendo x = 2 tag z; tendremos dx = 2 sec? z dz y V4 + x? = 2 secz. 
f dx S 2 sec? 2 dz 2) if secz 
eya + а? (4 тав! 2)(2 sec 2) гар 25 
= if sen”? 2 cosgz dz = cbe e = _У4+ а? + C Fig. 28-1 
4 4 senz de 


2. Calcular | ах. 


x 
Ya —4 
Haciendo х = 2 sec z; tendremos dx = 2 sec z tag z dz y V х! —4 = 2 tag 2. 
à z 
2 2 У з _ 
Z dz = Asset = (2 secz tag 2 dz) = af sec? 2 dz шав: 
хл —4 2 tag z 
2 secz tagz + 21n|seez + tagz| + С” 3 


à 2. 
{жу 4—4 + 21n|z + Vzà-4| + С Fig. 28-2 


tt 


28. з 
Calcular | = de 


Haciendo x = 5 sen 2; tendremos dx = 3 cos z dz y V 9 — 4х? = 3 cos 2. 
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9 — 4r! 
руа, = || 57082 (всовг dz) = з ( 555 а 


x #5еп 2 зеп 2 
3 
О 22 
= 3 pene = | csc z dz — sf sen 2 dz 
sen 2 
= 31п|свс2— cotz| + 3cosz + С y9 — 42 
— V9 — 428 ig. 28- 
= з ја |3 2 4х + у9-42-0 Fig. 28-3 
4. Calcul | Е 
5 с TOS 
REIS ху9 + 42? 
Haciendo x = $ tag z, tendremos dx — 5 sec? z dz y Y9 + 4x? = 3 sec 2. 2 
х 
y 22 
dx $ sect z dz 1 | | 
шэг = Ек и к ES esc z dz 
Ј тт $ tag z * 3 secz 8 
3 
v9 + 4х — 3 
= 1 tn |евег — cotz| + C l s e : 
8 х Fig. 28-4 
= 3 
5. Calcular | d$ dx 
Haciendo x = — sen z, tendremos dx = — cos z dz y \/ 16 — 9х? = 4 cos 2. 
4 
f (16 — 92*)2/* duce - 64 cos!z*$cosz dz _ 243 (| costz 3% 
27 4098 sentz 16 sen*z 
| сой 20801204: = -23 сова + C y 16 ~ 92! 
— — 243 , (16 921)? c ы e Ebrei Fig. 28-5 
Зете ват puse E 
хт _ 2 de 
6. Calcular = == === 
М2х — r’ V1 — (x — 1) : i 
Haciendo x — 1 = sen z, tendremos dx = cos z dz y /2x — x? = cos 2. 2-1 
zt dx Б, (1 + senz} - i ba 
: Мз = var ^ (Ede = (1 + sen 2)" dz E ш, V2x— =? 
= | (#+ 2 ѕеп 2 — 1 соз 22) dz = da — 2 созе — lsen22 + C Fig. 28-6 
= $aresen(r—1) — 2y2z—z! — }(х—1)/2х—х*' + C 
= éaresn(z—1) — = + 3)V2z—2* + C 
ЦЭЭР dx i 
7. Calcular (4x? — 94x + (da — 24x 42192 — (4(x — 3) — 9 EJ 3 522 92% ` 
Haciendo x — 3 = 3 sec 2, tendremos dx = se ztagz dz y V 4x? — 24x + 27 = 3 (ав 2. 
fare = $ вес 2 tag z dz 
(4x? — TE Ur — 24х + 273 ^ 27 tag? 2 
y 
= ig f еп '* сова dz у, Viro 
18 
1 
== — jg? + С 
: ga Fig. 28-7 


O 
9 Уат? — 24х + 27 
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10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


21. 


Га 


fs de 
х 


| v3 = 


Saa = 


f veia = 


Ја at ах 
(4 28 (4 — aya 
dx 
(at + giya 
f dx 
x'V9— x" 


x’ dx 


Væ — 16 
f ay a! — xt dx 


f ах 
ya! — de + 13 


dz 
| (4x — 2') = 


fm е 
iiy - 54 
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Problemas propuestos 


т 
CO RN 
4у4 — х" 
285 re 2 
5 In PY + V- +С 
at — gi 
а + С 


јама +4 + 21 (5 + Vz! +4) + С 


х x 
- аге sen 7 + с 


а — х? 


}хух—4 — 211 |х + vx -4| + С 
2 3 Ы 2 — 
JE a 2 VETE иу Есе, с 


Уа а + а 
x? 
pa-m + С 
x 
—— +C 
аа? + 2? 
— „ма 
= + С 


;=\х' — 18 + ап |а + Vz*—16| + C 


4y Az — x* 


x х 
arc tag 3 + 18(9 + 27) 


i (a? ES gia -— E (а? шэг gy s + C 


In (z — 2+ ух — 4z - 13) + C 
х-2 


tC 


tC 
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Aplicar la integración, por partes y el método de este capítulo, en la resolución de los Problemas 23-24. 


23. 


24. 


| € arcsen z dx 


| æ arc cos x dx 


ge 1) arcsenx + 1:у1-2 + С 


H2x* — 1) arc cosx — }ху1— +C 


Capitulo 29 


Integración por descomposición en fracciones simples 


UN POLINOMIO EN x es una función de la forma дух“ + ax"?! + - + + а, —х + ал, en donde 105 
coeficientes son constantes, а, = 0 y n un número entero y positivo cualquiera, incluido el cero. 


Si dos polinomios del mismo grado toman iguales valores numéricos para todos los valores 
de la variable, los coeficientes de los términos de igual grado de ésta, en ambos polinomios, son 
iguales. 

Todo polinomio de coeficientes reales se puede expresar (al menos teóricamente) como producto 
de factores reales lineales, de la forma ax + b, y de factores cuadráticos reales irreducibles, де la 
forma ax? + bx + c. 27 


UNA FUNCION F(x) = г m еп la que f(x) y g(x) son polinomios recibe el nombre de fracción ra- 
cional. 
Si el grado de f(x) es menor que el de g(x), F(x) recibe el nombre de función propia; en caso 
contrario, F(x) se denomina impropia. 
Toda fracción racional impropia se puede expresar (al menos teóricamente) como suma de un 
3 . 
polinomio y una fracción propia. Por ejemplo, 3T == MES 3D 
Toda fracción racional propia se puede expresar (al menos teóricamente) como suma de frac- 
ciones simples cuyos denominadores son de la forma (ax + Б)" y (ax?.+ bx + с)”, siendo n un 
número entero y positivo. Atendiendo a la naturaleza de los factores del denominador, se pueden 
considerar cuatro casos. 


CASO I. FACTORES LINEALES DISTINTOS 


A cada factor lineal, ax + b, del denominador de una fracción racional propia, le corresponde 
А 


ах + Б' 


una fracción де la forma siendo А una constante a determinar. 


(Ver Problemas 1-2.) 
CASO П. FACTORES LINEALES IGUALES 


A cada factor lineal, ax + b, que figure n veces en el denominador de una fracción racional 
propia, le corresponde una suma de л fracciones de la forma 


А, А, ЗЕ An 
ах + | xto | | Фах Бу 
siendo los numeradores constantes a determinar. 
(Ver Problemas 3-4.) 
CASO III. FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS 


A cada factor cuadrático reducible, ах? + bx + c, que figure en el denominador de una frac- 


268 e siendo А y B cons- 


ción racional propia, le corresponde una fracción де la forma ———————— — 
propia, P axi bx + 


tantes a determinar. 
(Ver Problemas 5-6.) 
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CASO IV. FACTORES CUADRATICOS IGUALES 


A cada factor cuadrático irreducible, ax? + bx + c, que se repita n veces en el denominador 
de una fracción racional propia, le corresponde una suma de n fracciones de la forma 


Au Bi | __Ах+В, , | Ast B. 
аа?+Ьж+с (05040246) (ax? + bx + с)“ 


siendo los valores de A y B constantes a determinar. 
(Ver Problemas 7-8.) 


Problemas resueltos 


dx 
1. Hallar | mu EU 
(a) Descomposición del denominador en factores: х? —4 = (x — 2) (х + 2). 
1 P DM 
Por tanto a 00322 


(Пу 1 = A(x+2)+B(x—2) obien (2) 1 = (4 + B)x + (24 — 2B) 


B : : 
+ FETE quitando denominadores 


(b) Cálculo de las constantes. 


Metodo general. Se identifican los coeficientes de igual potencia de x еп (2) y se resuelve el sistema de ecua- 
ciones obtenido para determinar las constantes. Esto es, 4 + В=0 у 24 — 28 = 1; A = } у В = —}. 


Metodo abreviado. Se sustituyen en (1) los valores de x que anulen los denominadores de las fracciones. 
Es decir, para x = 2 y х = —2, obtenemos 1 = 44 y i= —4B, de donde, А = + y B = —1, como antes. 


(e) Hemos obtenido 3t до + = +2 "m lo cual 
le 1 1, |z—2 
бог = i ав, -1Г 25 = 4 1112—21 — 4Iniz 2| + С = | + С 
2. Calcular җе аг, 
+ 1 А B (c. 
(а) x* + х —– бх = z(z — 2)(z + 3). Por tanto 41, 5; = e lu Бе z8 Y 
(2 «+1 = А(2—2)(2 +3) + Вх(х +3) + Сх(х—2) о 
(2) «+1 = (А +В + Os! + (А+3В—2С)х — 6А 


(b) Método general. Resolviendo el sistema de ecuaciones 
А+В+С=0, A-cT3B—2C-—1, y —SA=1 
obtenemos А = —1/6, B = 3/10, y С = —2/15. 


Método abreviado. Sustituyendo en (1) los valores x = 0, x = 2, y х = —3 obtenemos 1 = —64, o sea, 
A = —1/6, 3 = 108 6 B = 3/10, y —2 = 15C ó С = —2/15. 
(= +1) = _ -1| 4 8 dz _ 2 (| dz 
(о) a+ 62 7 х-2 15.7 x+8 


їл | + Š inis-2] — 21 + +С = м та Еген + С 
2 п |x| 10 n |= n n Ja + ЗЛ* 


3. Сајсшаг | = зу са: 


3. х%—х-+1` 


А В С 
x*— x!—z-1 = (х + 12 — 1). Tendremos 3 to = + + 


a ns ril и ој ОШ 
3z +5 = А(х-– 1) + В(х+1)(х—1) + Се +1) 
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[CAP. 29 
Para x = —1, 2 = 44 y А =}. Para x = 1,8 = 2C y С = 4. Para determinar las demás constantes, se sustituye 
otro valor de x, por ejemplo, х = 0; para x = 0, 5 = A — B + Cy B = —}. Por tanto, 
3х + 5 5221 dz _ 1 dx f de 
Se co sei 2) xcd ^ Ec 
2222 E 4 UE 24 3 2-1 
= z nle + 1| 211 zc = 221 lin |+ 1 
4 _ yp =: 
4. Calcular | эс dan fuam Med 
х%—х , 
El integrando es una fracción impropia. Dividiendo, 
ж'—9—х—1 _ VOCE eti _ 2 _ _ за 
23-12 Е 58-13 2 ax — 1) 
: x41 A B С 
Descomponiendo ED a + m + = Tendremos, 


х +1 = Ax(x — 1) + B(x — 1) + Cx? 
Para x = 0,1 = —B y B = —1. а dert Para x = 2,3 = 24 + B + 4C y А = —>2. а 


==» Је је е =. 
xr — х 23 


Ш 


х-1 
20224214 на = даје И а 
2 x 2 z —1 
3 
5. Calcular ј £t e. 
3 3 
zt + 327 + 2 = (xz? + 12: + 2). Соп lo que ELA = атта e. De donde 


1 + 2: + 2 + 2 (Ax + Bla? + 2) + (Cz + D)(x! +1) 


(A + C)z? + (B + D)z! + (24 + С)х + (28 + D) 


Luego А + С=1, В+ Рр = 1,24] + С = 1, y 2B + D = 2, Resolviendo el sistema, А = 0, В = 1, C—1, р = 0. 
Es decir, 


17+ 27" + +2 M dx zdz 1 : 
AA С 2341 + 1555 = arctagz + ¿In(*+2) + C 


: ? dz Mm : 
6, Resolver la ecuación f 2 шүлт | k dt que se presenta en química física. 


ха А B Сх+р | 
Tendremos саа 23 + 23 + dip ou^ Por tanto, 


= Аа + x) (a? + x?) + B(a — x) (а + x?) + (Cx + D) (a — x) (a + x) 


Para x = a, а? = 44a? y А = 1/4a. Para x = —a, а? = АВаз y B = 1/4а. Para x = 0, 0 = Aa? + Ba? + Ра? = a'2 
+ Da? y D = —1/2. Para x = а, 4а? = 154a? — 5Ba* — 6Ca? — 3Da? y C = 0. Así, pues, 


| grda: 21-22 41: dr , 1 dz — 1 dz 
a—z* _ дај a-z 4а.) а+х 2) 4-2 
2 -4 E ¿E eti z 
пја— 2] + 16 In le + zl gg 316 ET TC 
1 a+z 1 х 
у = Еле — — — — 
Jee kt irm |22 Za Pre 1a8 y 1C 


uda ON 
Л: Calcular | ОЛ 7077 dz. 


ГЭЭР?” 3. Ay == 
Tendremos =—— = == Тэр эр; си E A tel» d im De donde 
х5 — x* + Ax? — Ax* + 8x — 4 = (Ax + В) (х? + 2): + (Cx + р) (х + 2) + Ех + Е 
= Ах“ + Bx* + (44 + С)х? + (48 + Dx? 
+ (&A4 + 2С + Ејх + (4B + 2D + Е) 
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se obtiene А = 1, B = —1, C = 0, D = 0, E = 4, F = 0. Así, pues, la integral dada es igual а 


х æ ах anal ы 2 y2 2 1 
| £xe + а | а = 2 11 (2 +2) 2 809525 me C 
2х* + 3 
8. Calcular CEST dz. 
2х° + З Ах+В | Cx+D 
Tendremos (Gt py = il + (+1) „Рог tanto AR 


2x? + 3 = (Ах + В) (х + 1) + Cx + D = Ax? + Вх? + (A + C) +(8 + D) 
de donde 4 = 0, B = 2, A + C = 0, В + D = 3. Por tanto А = 0, В = 2, С = 0, р = 1 у 


2z?--3 ` 2dx dx 
== d = e хэс ынкы 
bens 2 иас > 


Gara la segunda integral del segundo miembro, hacemos x = tag z. Con lo cual 


de E eczdz — : _ 1 1 
Г = = i = f zdz = g^ + 2512: + С 


У 2:29 4-8 а A je DEC ја 
y е1). 4 = Zaretagz + yaretagz + 7-1 + С = 2 arcas + арр С 
Problemas propuestos 
. |. = 18| + С 12. Ss dz = zln|(z-2(z—4*| + С 
"de _ 1, |2+1 О al 2 zi? (a + 2) 
в | uA R a ztl +С 13. f £x POR D SE х-1 
11 | 222 Е 21а |1004) + С 14. || zdr _ ита 
5 х2-32-4 (х — 2)? x—2 
Бо: кү Ес BOOTE. а ЧЕ 
15. ТєЁв dx = 2* 3x — In (1 — x) 12:22 + 21-20 С 
dec _ х rc «zr + = + 3 LT 
16, zm 0 2241 ыг А | ера F 1) 3) Y N а ATE ОУ 
х 24% + 35 — 2 + 3 v dos x 
18. | x TUR ДҮ dx = 85 + In == + с 
" 2x? dx 1 
19. | (224 1) = о 
"аза +4 о, _ 4 
20. | EXER = ln(z? DES arc lag 32 + ug t€ 
х%+х—1 2 т 1 Е 2241 
21. фу Y = Inyx +1 — gare tag х ICEL 
х“ + Br’ — #' + 2x + 1 xxt] 3 2 2r —1 
Д = d == јан. AME Uca] 22058 2220 CE 
E | б=т [Е | Иго v3 ic 
"ea Би + 15 5. rtl z 
23. „272 2279 dx = 1п\уз*+2х+3 + — are tag ——— — Vb arc tag — + С 
(5) 2249) с SIME VES um 
xê + 72% + 151" + 32x? + 23x + 252 — 3 т 1 3 х* +1 
> | (x? + ж+ 2)? (x? + 1): dz = х? ж + 2 “түүт vip 
d: - 
25. f es = i zn zi + С (Hacer е = м.) 
26 холхих Үнээ сык ( Насег совх = и.) 
| cosa (1 + соз х) | cos x orig сна: 
2 + tag? 8) sec? ө de 2 2 tago— 1 
27. урав seco de Іп |1 + tag 8| + — are ар ————— + С 
1 + tag! 9 | g e УЗ Р УЗ 


Capitulo 30 


Diversos cambios de variable 


INTEGRANDO RACIONAL de la forma: 


v au + b. Se transforma en racional mediante el sabio de үс au + b = 2". 


227 C — uy. 
3. ма pu —u? = Ма + u)(B — u). Se transforma en racional mediante el cambio de va- 
riable q + pu — и? = (a + uYz*, о bien q + pu — и? = (B — uyz*. 
55, (Ver Problemas 1-5.) 
EL CAMBIO DE VARIABLE и = 2 arc tag z transforma una función racional de sen и y cos и en una 
función de z, 
22 l-2? 2 dz ? 


senu = == cosu = < y du = үүд AX 22 


Las dos primeras relaciones se deducen de la Fig. 30-1 y la tercera, diferen- 
ciando la expresión 


Fig. 30-1 


и = 2 атс tag z 


Después de efectuar la integración se deshace el cambio, es decir, 2 = tag $u, con objeto de ex- 
presar el resultado en función de la variable original. 
(Ver Problemas 6-10.) 


OTROS CAMBIOS DE VARIABLE. Según la forma que presente el integrando se pueden aplicar otros 


cambios de variable de suma utilidad en el cálculo de integrales. 
(Ver Problemas 11-12.) 


Problemas resueltos 


1. шиг de . Haciendo 1 — x = z?, tendremos x = 1 — z?, dx = —2z dz, у 
1—х 
[= = f ша = 2 E PES Lr pe 1— yi-z UN 
ху1-х (1 — 2°): ` z z 14 Vi-x 
2. Calcular f —E—. Haciendo x + 2 = z?, tendremos x = z? — 2, dx = 2z dz, y 
(2 — 2) yx + 2 
М dx E (255 ES 2f dz- = 17, ]%- а= +c "m vxt2-—2 o 
Í (2-2)ух-2 T J 4—4) wed 2 +2 2! Ух +2 + 2 
3. Calcular ==, . Haciendo x = 2°, tendremos dx = 423 dz y 
de А 42542 — ксы 2 f 1 
рели 2 л сте = жк уш 
= 4042 +2+ и -1) + С = бух + 4үх + п(ух—1у + С 
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4. Calcular (42 ^ Haciendo. x? + x + 2 = (2 — xy, tendremos 
MEISTE 
Р -2 de = 20 +2+2)0 тусу. #++7 
met (1-22?  ' 71-422 ' 
2(2* +2 +2) 
== BON M м e E 2128 ка и. 
е еи z -—2 ++2 J 8-2 У |г+у2| ` 
1422 1+ 22 
г а да vZ + х – "m 
= 7! Ма + + У2 EIUS 
5. Calcular Gal m Haciendo 5 — 4x — х? = (5 + x) (à — x) = И — х)22°, tendremos 
| 
clo #-=65 _. 12242 = тес _ 6@ 
z = iFP’ dx = ü 24 2 М5 – 45-х = (1 — х)ғ m gu i y 
2-5 -5 122 
ES + е 1+2 (142) 2503 5 
| (5— 4x — х?)%? E [o = КС ЯГ) dz 
(1+ zi КЗ 
== (2+2) +e == —5-?r ic 
5 9V5 — 4x — x* 
2 dz 
dx 1+: | dz 
6. Fa = a ааа AN РЕЧ == ASAS = 2 
1 + seng — соз z S- 22 1-2 2(414-2) In [а] Infi+z| + € 
1-2 142 
tag 4х 
==] 1216: = аа. 
т | bae In Iur 
2 dz ув 
dz 1-2 24: 2v5 
7. ———— = enisi e emm СЕА 
SE J- RET: 14 5z 5 arc tag 2V5 + C 
142 
= 205 ев (V5 tag 42) + С 
а : Ё : 
8. | secz da = an 2182 = "dat ааа e =- ntt] e 
1—2 1442 1-2 1-2 1- tag ja 
= Inltag (42 + 17)| + С 
2а2 
5 dz 1-2 4: 2 2 
3. | хуш: = 1-415-- = 2f = ——агсїав — + С 
J 2 + совх 1-2 8-2 
RO pu vs 2 
. 
2ү3 
- ZV асан (S ug 9) +C 
2 dz 
10 | dz £ ГЕ х 2 dz Е р = 
|J 5+4senz хэс 5 + 82 + bz? 5 а 
* 1+2 
mA. 2+ 4/5 208: 5 tag jx + 4 
= g are tag 3/5 - ЯГ. z Bre tag 3 1C 


11. Por medio del cambio de variable 1 — x? — z* calcular гу1-г dx. 2 = 1— 2, 3x!dx = —22dz, 
| 2 
f хү1 — ж? ах | хү1 — х? • 4х Su —2’)z(—ł4z dz) = ~ 3 | (1-22 dz 


2/2 2 ar 5 


1 
H 
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; 1 * Мх— <> mc 
12. Haciendo x — T calcular s e dx. Tendremos dx = — — A єх І ут —1, у 
lp dz 
EZ 2: 2 Ч i( 9 = – | 7710» 
A r‘ A 1/2 E х 


Haciendo 2 — 1 = 53, tendremos 


-f zyz— ldz = -Í (а* + 1)428ds = P C 


BEA ас 


Problemas propuestos 


Ух | ах 
13. | ах = 2yx—2 tag Vx + С 14. ———— 
IX 27 х arc tag ух М 4 VÀ 


dx 
16. fI Уза е qi im eer van - пас узе) | + с 


= 21п(1+ух) + С 


1+ у382+2 
dx 
17, | == = трул—»2+1+2:—1|+ C 
VEIT jn | 
dz 
18. jm = 02 аге tag (У: ++%—1+%) + С 
22 tr-1 
= — y — эр 3213/12 
19, | === = res lc 20. f xe _ _ ах Z) + С 
ERRE 5 15 m 
— па A ЛАН. из _ 1/4 1/4 
21. Јан еру 2(2 + 1) 4(z +1)" + 4 In (1 + (+ 1)/*) + Сс 
2 tag 4x + 1 
22. f em ји A RR М ы шаш. оо 
2 + sena YE] 3 
23 Se PT уз, EE js -2- V8 
ue 1-2snz | 3 " 
ах 2553) 3 tag dz +1 dz E у 
Na rr ree С 25. Sar = In]tagjr—-1| +С 
3 ( й Бај +3 _ Е | жак. 2 у? tag tjs *3-39|— 
БЕЗ bis 4 1 +ѕепх 4 tag* jura pava] 


dx ах 2 
RU TRES. сс оаа й к=к ешш tag (УЗ tag іх) + 
28. rum € In |1 + tag 42] + C 29 f; - uS (V3 tag јх) с 


30. | зепух dr = — зух cos Ут + 2 sen Vx + с 


31. $ == — arc en + С Hacer #=1/2. 
avia + 22 —1 25 
32. CE as = е – 3 т(е+1 + C Hacer 6'+1 = 
33. f Senz 0052 0 = coss + № (1 — cosz) + C Hacer соз 2 = 2. 
1 — cosx 28 
а 
34. ЗЕЕ RR ыы; + C Hacer g = 2/2. 


Уа — al dz | 
35. Г хн = -iclaeuslec 36. f vie veas = $ü-c-yz)^—$ü-vVz)^-C 


154 + x’) 45 


ах 2V1+x 


Е ттт тты E EN e 


Capitulo 31 


Integración de funciones hiperbólicas 


FORMULAS DE INTEGRACION 


f епа du = coshu + С | sect u du = лећи + C 
f соња du = senhu + С || сећи du = —eothu + С 
j 
Тав ийн = Incoshu + С / f зесћи tagh u du = —sechu + С 
f t. du = тјепћиј + C f сећи cothu ди = —свећи + C 
ди > a5 du mM E av P 
3-2 = senh Е С = ыш = q “sh a С, “<a 
НЭХ шин -1% edun- c as 2-0 
Jom = cosh zT u>a>0 M EU Mie т coth + C, w'»a 
Problemas resueltos 
1. f senn }х ах = 2coshjx + C 3. f sech’ (2x — 1) ах = 4 tagh(2—1) + С 
2. f cosh 2х4х = jsenh2z + C 4. | csch 3x coth 3z dx = — 4 esch3x + C 
5. | sech x dx = f | dx Fer „cosh gy = are tag (senh x) + C 
cosh x cosh? x 1 + senh’ g 
6 (sentada = 3 | соћа – a = snh2z — jg + C 
7. | tagh? 2x ах = | (1 — sech'2z)dz = «œ — |j tagh2x + С 
8. f cosh’ jx de = f (1 + senh? 42) cosh jz de = 2senhjz + { зепһ°}х + C 
9. f set dx = f (1 — tagh? x)sech!z dz =  taghz — { tagh'z + C 


10. f €* cosh x dx 


N 
е — 
2 


11. ELT f «( 


Get — е”) 


х созћх — 


f e( ás 


e * 


хээ No КЕРТ 1 
= = j tgrt 


3 | ene 

2 

1 z _1 -z 

if ах zf dx 

x ete "77 _ 
2 


ја: 


1 TEIL pot 
- 2 (те ве") + С 


senh x + C 
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12. ј === = 5 cosh fZ + C 13. f zog = DI C 

14. Calcular f Vx! + 4 4х. Haciendo x = 2 senh z, tendremos dx = 2 cosh z dz, ух? + 4 = 2coshz, y 
f vea = af cosh? z dz = 2 | (cosh 22 + 1) az = senh2z + 22 + С 


2 senh z coshz + 22 + C = фтуз' + 4 + 2senh^"jz + С 


15. Calcular f хасыг Haciendo х = зесћ 2, tendremos dx = —sech 2 tagh z dz, 1 — x* — tagh z, y 


Po x 
sechz tagh z y, = -f daz = -z+ С = —већ":» + С 


ах ESI 
| ЕЗ ре ШШ f sechz tagh 3 ___ 


Problemas propuestos 


16. f senh3z dr = ¿cosh3x + С 22. f cosh! 4х dx = ¿(senhx+x) + С 
17. | cosh іх dz = 45епћјх + C 23. | coth'3z dx = х — { coth3x + C 
18. f cothàz dx = ¿Inisenhgx| + C 24. | senh?’ х dy = { cosh!z — coshx + С 
19. f esch? (1 + Зх) ах = — coth (1+ 3х) + C 25. | ersenhadx = ie" — {= + C 
20. | sech 2x tagh 2z 42 = — j sech2x + C 26. f e“ coshx dr = ¿fer + је + С 
2l. f сећа az = In хү 21 + с 21. f = совћа az = хой: — coshz + С 
28. f x'senhz dx = (х1 + 2) соз х — 2x senhz + C 
29. f senh? х cosh!z dx = $ cosh!z — jcosh'z + C 
30. | senh x ln созћ? x ах =  coshz(Incosh!x — 2) + С 
31. f de = ѕепһ-!2. 1C 36. | == = зепћ-12 21 + С 

+ 3 Уп 4 
32. Ї = E cosh“! E + C 37. == = – i сот! (= +3) + С 
за. (15. = атда + С 38. fe = жаза — yx + с 
м. | iL = densi 39. ¡Ela = senha — xr + С 


35. | Væ — 9dr = 522—9 – 3 cosh“ 5 + C 


Capitulo 32 


Aplicaciones de las integrales indefinidas 


CONOCIENDO la ecuación de una curva, у = f(x), la pendiente т de la tangente a ella en uno de sus 


puntos, P(x, y), viene dada por m = f'(x). Reciprocamente, si la pendiente de la tangente en un 
punto, Р(х, y), de una curva es m = дујах = f'(x) se puede hallar, por integración, una familia 
de curvas, у = f(x) + C. Para determinar una de ellas en particular es necesario asignar o determi- 
nar el valor de la constante C. Esto se puede realizar obligando a que la curva pase por el punto dado. 


(Ver Problemas 1-4.) 


UNA ECUACION s = /f(1), siendo s el espacio y г el tiempo, define de forma completa el movimiento 


rectilíneo de un cuerpo con respecto a un punto fijo, razón por la cual se denomina ley del mo- 
vimiento. La velocidad y la aceleración vendrán dadas, en función del tiempo t, por 


Loro y а= 0 98у 


Recíprocamente, si se conoce la velocidad (aceleración) en función del tiempo / y la posición (posi- 
ción y velocidad) en un instante dado, normalmente el instante inicial г = 0, se puede obtener la 


ley del movimiento. 
(Ver Problemas 7-10.) 


Problemas resueltos 


Hallar ia ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea igual y de signo contrario al doble de 
la abscisa en dicho punto. Determinar la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1). 


Se sabe que dy/dx = -—2x. Por tanto, dy = —2x dx, | ду = | —2x dx, e у = —x! + C. Esta es la ecua- 
ción de una familia de parábolas. 


Sustituyendo x = 1, у = 1 еп la ecuación de la familia, 1 = —1+ С y C22. 
La ecuación de la curva de la familia que pasa por el punto (1, 1) es y = —x* + 2. 


Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en un punto, Р(х, y), es m = 3x?y y determinar la curva де 
la familia que pasa por el punto (0, 8). 


т = Y — зжу о L зла. Por tanto Iny = x? + C = х?%-+1пс e у = ce”. 


Рага х = 0 e у = 8, 8 = се? = с. Га ecuación de la curva pedida es у = 8e”, 


Hallar la ecuación де la curva que pasa рог el punto (1, 1) y es tangente а Ја recta x + 12у = 13 en dicho punto, sabiendo 
que en cualquier punto de ella se verifica y“ = x? — 1. 


diy- EA der, Е 5 A R 
х= а 09 = —1. Portanto | 7004= [6 l) dx e y'= сү x + С. 


En el punto (1, 1) la pendiente y” де la curva es igual a la pendiente, —1/,,, de la recta. Por tanto, —!/;; = $ —1 + С; 
C, = "а con lo cual 


ду _ 1 1 а E 
=== — — — — = —X — С. 
у P 3* x+ < їе [+= [G9 х + 1з) & ул -* + шэн 2 
En (1, 1), 1 ! D + С.уС 2 La ación pedida e Еа. С ВЕД 
+ R O apain pedida его И en 


La familia de curvas ortogonales а un sistema de curvas dado es otro sistema де curvas en el que cada una de ellas corta 
en ángulo recto a cualquiera de la familia dada. Hallar la ecuación de la familia de curvas ortogonales a [a familia de 
hipérbolas x? — y? = c. 
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En un punto cualquiera, Р(х, y), la pendiente de la hipérbola que pasa por él es m, = x/y y, por tanto, la pendiente 
de la curva ortogonal que pasa por P será, ma = дујах = —y/x. Así pues, 
4 Ах 
B -— 5, Inlyl=—In lxl + С у (ху = 


La ecuación pedida es ху = +С' o, simplemente, ху = С. 


El incremento respecto del tiempo de una cierta magnitud q es proporcional al valor de dicha magnitud. Sabiendo que 
en el instante inicial + = 0, q = 25, y que en el instante г = 2, 4 = 75, hallar el valor de д en el instante / = 6. 


Como da = kq, ; tendremos ч. = kdt. De donde Ing = kt + Inc osea, q = сей. 


dt 
Рага 1=0,q = 25 = се? = с; osea, q = 25e". 
Para 1 = 2, q = 25е = 75; ез фест, е"=3=—емо у к = 0,55. 
Para t = 6, q = 256959 = = 25258 = 25(е11 з = 2527) = 675. 


La velocidad con que una sustancía se transforma en otra es proporcional a la cantidad que, queda sin transformar. 
Sabiendo que 1а cantidad de sustancia inicialmente presente es igual a 50 y que en el instante / = 3 es igual a 25, hallar 
el tiempo que transcurre hasta que la cantidad que queda sin transformar sea igual a !/,, de la inicial. 


Si representamos por а la cantidad transformada en tiempo г; entonces 


dq 
50— 


A —us0—0, 


=> gz In (50 — q) = —kt + Ine, y 50—q = de" 


Para: = 0,2 = 0 y с = 50; por tanto, 50 — а = 50e-*. 
Para 1 = 3, 50 —q = 25 = 502 “3; es decir, e = 0,5 = e 9?" k = 0,23, у 50 — а = 5бе +=, 
Cuando la cantidad sin transformar es 5, 50е 973! = 5; osea, e Y = 0,1 = 2759 у г = 10. 


Se lanza una pelota rodando por una superficie horizontal con una velocidad inicial de 25 metros por segundo. Debido 
al rozamiento, la velocidad disminuye a razón de 6 metros por segundo cada segundo. Hallar el espacio que recorrerá 
la pelota hasta detenerse. 

E y v=-—614C,. Para t — 0, v = 25; por tanto С, = 25 y v = —6t + 25. 

v = dsidr = —6t + 25 y s = —M* + 251: + С, Para t = 0, s = 0; por tanto С, = 0 у s =-—3f + 237. 

Para v = 0, / = 25/6, es decir, la pelota rueda durante 25/6 seg hasta que se detiene. 

Para t = 25/6, s = -.—3(25/6)* + 25(25/6) = —625/12 + 625/6 = 625/12 m. 


Desde un globo en reposo situado a una altura de 3 000 metros sobre la tierra, se lanza un objeto verticalmente hacia 
abajo con una velocidad inicial de 15 metros por segundo. 


Suponiendo que la aceleración de la gravedad, g, es de 10 metros por segundo cada segundo, hallar la posición 
del objeto, y su velocidad, 20 segundos después de iniciado el descenso. 


Tomando la vertical hacia arriba como sentido positivo, cuando el objeto abandone el globo, 
а = dv[dt = —10 m/s?, de donde у = —10f + C, 


Para г = 0, v = —15; por tanto, C, = —15. En estas condiciones v = ds/dt = —10: — 15, de donde 

s = -—51% — 154 + С,. 

Рага / = 0, s = 3000; por tanto, С, = 3 000, con lo que s = —-51? — 15; + 3000. 

Para г = 20, s = — 5020): — 15020) + 3 000 = 700 y v = —10(20) — 15 = — 215. 

Al cabo de 20 segundos, el objeto está a una altura de 700 metros sobre la tierra y su velocidad es de 215 m/s. 


Desde un globo que se eleva a una velocidad de 15 metros por segundo, se deja caer un objeto cuando la altura de aquél 
sobre la tierra es de 200 metros. Hailar, suponiendo el valor de 10 metros por segundo cada segundo para la aceleración 
de la gravedad, 2: 


(a) la máxima altura sobre la tierra a la que llega a estar el objeto. 
(b) el tiempo que está el objeto en el aire. 
(c) la velocidad del objeto cuando llega al suelo. 


Tomando la vertical hacia arriba.como sentido positivo, tendremos: 
а = дујф = —10 m/s*, de donde v = —10/ + C, 


Para 


t = 0, v = 15; por tanto C, = 15. En estas condiciones у = ds/dt = —10t + 15, con lo que s = —5/#+15/-ЕС,. 
Parat — 0 


5 = 200; por tanto, С, = 200, de donde 5 = —51* + 151 + 200. 


(a) Cuando v = 0, t = 3/2 у s = ——5(3/2)? + 15(3/2) + 200 = 211,25. La máxima altura alcanzada por el objeto 
es de 211,25 metros. 

(b) Cuando s = 0, —51* + 151 + 200 = 0, de donde + = 8. El objeto está en el aire durante 8 segundos. 

(c) Cuando £ = 8, v = —10(8) + 15 = — 65. El objeto llega al suelo con una velocidad de 65 m/s. 
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10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


21. 


La velocidad con que sale el agua por un orificio situado a una distancia de А metros con respecto a la superficie 
es 0,64/ 2gh metros por segundo, siendo la aceleración де ја gravedad de 9,8 metros por segundo cada segundo. Hallar 
el tiempo que tardará en vaciarse un depósito cilíndrico de 1,5 metros de altura y 30 centímetros de radio a través de un 
orificio de 2 centímetros de diámetro situado en el fondo. 

Sea Л la profundidad del agua en el instante t. El agua que sale en un tiempo dt, forma un cilindro de vd? metros 
de altura, 0,01 metros de radio y л(0,01) v dt = 0,62(0,01)?4/2gh dt metros cúbicos de volumen. 

Si llamamos —d/ al descenso de la superficie del agua, la disminución de volumen es -—л(0,3)"аћ metros cúbicos. 
Por tanto, 0,67:(0,01)* · 4,424//h dt = —(0,3)'dh, o sea, dt = —(340 dh)/ V'h, de donde t = —680 Vh + C. Para г = 0, 
h = 1,5 у С = 680 y/1,5; por tanto, t == —680 V'h + 680 4/1,5. Cuando el depósito esté vacío, k = 0, y t = 680 1,5 
seg = 14 min, aproximadamente. 


Problemas propuestos 


Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente es la indicada y la ecuación de la curva de la familia que pasa 
por el punto dado. 


(a) т = 4x; (1,5) (с) т = (х — 1); (3,0) (e) m = х/у; (4, 2) (2) т = 2у/х; (2, 8) 
(D) т = Vx; (9, 18) (d) m — 1/x*; (1,2) (f) m= xy; (3,2) (h) m = ху/(1 + x’); (3, 5) 
Sol. (а) у=2х%?+ С; y -2x* + 3 (e) х:— у? = С; х? — у? = 12 

(b) Зу = 2x32 + С; Зу = 2x9 (f) 3y* = 4х3 + С; 35 = 4х° — 60 

(с) 4у = (х — 1)* + С; ду = (х — 1)! — 16 (2) у = Cx; у = 2х? 

(d) ху = Сх — l; ху = 3х — 1 (А) у= са + х2); 2у = 501 + х) 


(а) Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(2,6) en el que la pendiente es igual a 10 y que, en 
cualquier punto де ella, se verifica que y'' = 2. Sol. y = x? + 6x — 10. 


(5) Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(1,0) en el que la pendienie es igual a 4 y que, 
en cualquiera de sus puntos, se verifica у'' = 6x — 3, Sol. y = x? —4ҳ? + 9x — 6. 


Una partícula con movimiento гес пео, parte del origen O, en el instante г = 0, con una velocidad v. Hallar el espacio 
recorrido por la partícula durante el intervalo # = t, hasta / = t: 


(а) v—4t 1; 0, 4 (с) у= 3 + 21; 2,4 (е) у= 21 — 2; 0, 5 
(Б) у= 6+ 3; 1,3 (d) v— уУг+5; 4,9 (f) v25—3t + 2; 0, 4 
Sol. (а) 36, (b) 30, (с) 68, (d) 374, (e) 17, (f) 17/3. 


Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya subtangente en un punto cualquiera sea igual al doble de la abscisa en 
ese punto. Sol. y? = Cx. 


Hallar la ecuación де la familia de curvas ortogonales a la familia de parábolas уз = 2x + С. Sol. y = Ce”. 


Una partícula con movimiento rectilíneo parte del origen (en £ = 0) con una velocidad inicial v, y aceleración a. На- 
Пат la posición s en función del tiempo / (ley del movimiento). 


(а) а = 32; у = 2 (b) a = —32; v = 96 (с) а= 12 + 61; Y = —3 (4) а = Пут; у, = 4 


Sol. (а) 5 = 163 + 2t (b 5 = —168 + 96: (с) s =$ 4 —3 (d) 5 = {03 + 30 
Un vehículo lleva una velocidad de 15 kilómetros por hora y frena а razón de 0,8 metros por segundo еп cada segundo. 
Hallar el espacio que recorre antes de detenerse. Sol. 11 metros. 


Se lanza verticalmente hacia arriba una partícula desde un punto situado a una altura de 40 metros sobre el suelo con 
una velocidad inicial de 30 metros por segundo. Hallar (a) la velocidad de la partícula cuando está a una altura, 
de 80 metros, (5) el tiempo que tardará en alcanzar la máxima altura, (c) la velocidad de la partícula al llegar al suelo. 
Tómese 2 = 10 m/s*. Sol. (ај! 0 m/s, (b) 4 s, (c) 41,2 m/s. 


Un bloque de hielo desliza hacia abajo por una pendiente con una aceleración de 4 metros por segundo al cuadrado. 
La pendiente tiene 60 metros de longitud y el bloque emplea en bajar 5 segundos. Hallar la velocidad inicial del bloque 
y la velocidad que lleva cuando diste 20 metros del fin de la pendiente. Sol. 2 m/s; 18 m/s. 


Hallar la aceleración constante que debe tener una partícula para (a) recorrer 50 metros en 5 segundos, (2) detenerla 
en un espacio de 15 metros desde el instante en que su velocidad es de 45 metros por segundo. Sol. (а) 4 m/s*, 
(b) —67,5 m/s?. 


La ley del crecimiento de una cierta bacteria viene dada por dN/dt = 0,25N. Sabiendo que inicialmente N = 200 
hallar N en el instante ғ = 8, Sol. 1478. 


Capitulo 33 


Integral definida 


INTEGRAL DEFINIDA. Sea la función f(x) continua en el intervalo cerrado a < x < b. Consideremos 
el intervalo dividido en н subintervalos /n, h,, ..., Am mediante los (n — 1) puntos &, £j ..., 


En siendo a < & < Ёр <t « £4 < b y representemos ahora el punto a рог £g y el b 
por ё„. A las longitudes de los subintervalos А), hz, . . ., fin, las denominamos Дух = E, — £y 4, 
а xi Ya Ek х. b 
Aux A:x Ах А.х 
0 £o H1 ta fk -1 $k бу-1 En 
Fig. 33-1 


= #,— Èn ..., Дах = E, — En-1, respectivamente. (Estas distancias se consideran con signo, siendo 
positivas cuando están de acuerdo con la desigualdad anterior.) Elijamos en cada subintervalo 


un punto; x, еп А), xa en ha, ..., Ха en А, y formemos la suma 
(i) $. = У Лок) dix = (ху) dix Ра) dex с (а) dax 
К--1 


en la que cada término es igual al producto de la longitud del subintervalo por un valor de la fun- 
ción en el punto elegido del mismo. Sea 2, la longitud del mayor de los subintervalos que figuran 
en (i) y supongamos que el número de estos aumenta indefinidamente de forma que 4А, > 0. (Una 
forma de conseguirlo sería dividiendo los subintervalos iniciales en dos partes, cada una de ellas 
en otras, dos, y así sucesivamente.) En estas condiciones, 


n 
(ii) lim S, = lim Y f(x) лах 
n-—>4+% n 4.00 k=1 
existe y su valor es independiente de la forma de subdividir el intervalo a < x < b siempre que 
А, 0, y del punto xx elegido en los subintervalos. 


La demostración de este teorema queda fuera del propósito de este libro. En los Problemas 1-3 
se halla este límite en el caso de funciones f(x) convenientemente elegidos. Se comprenderá, sin 
embargo, que este procedimiento no se puede aplicar en la práctica con una función cualquiera. 
Además, con objeto de poder efectuar los cáiculos que aquí figuran es necesario dar alguna relación 
entre las longitudes de los subintervalos (a [05 que supondremos todos de igual longitud) y seguir 
algün criterio en la elección del punto de cada subintervalo (por ejemplo, elegir el extremo izquierdo, 
el derecho o el punto medio de cada subintervalo). 


Por convenio, se escribe 


[| feo dx = lim S, = lim Y Лоа) de 


n> ®© Ээ 


b 
El símbolo | f(x) dx se lee «integral definida de f(x) con respecto a x, desde x = аа x = b». 
La función f(x) recibe el nombre de integrando y a y b el de límites inferior y superior de integración, 
respectivamente. 

(Ver Problemas 1-3.) 
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA. Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo de inte- 
gración a < x < b: 


1. f(x)dx = 0 
E a 
2 Кајах = = f(x) dx 
5 ER : b 
3. f c f(x)dx = cf. Кх)ах, siendo c una constante. 
2 M Ver demostraciones en el Problema 4. 
b b b 
а. | Ut) = беја» = f јода = f seas 
с b b Ч 
5. Ї Қа) dx + f Қх) ах = f f(x)dx,  cuandoa <c «b 


6. Primer teorema del valor medio: 


b 
| f(x)dx = (6 —а)ј(ха) рага al menos un valor x = x, entre a y b. 
: Ver demostración en el Problema 5. 


7. Si F(u) = fio dx, se verifica P F(u) — f(u). Ver demostración en el Problema 6. 


TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL. Regla de Barrow. Si f (x) es continua 
en el intervalo cerrado a < x < b, y Р(х) es la primitiva o integral indefinida da f(x), se verifica 


f О EU 


Ver demostración en el Problema 7. 


"р 


Ejemplo 1: M 
(a) Seaf(x) = c, una constante, y F(x) = cx; tendremos f сіх = cx " = c(b- a). 
E A 25 25 
(b) Seaf(x) = x y Р(х) = }х°; tendremos хйх = ат) =7>70= y 
9 
д 
? bod o 8 1 
(c) Seaf(x) = x? y F(x) = 4x*; tendremos f ada = 1U BID. — 90. 
є. 1 1 


Compárese este resultado con el de los Problemas 1-3. Se deja para el alumno la demostración de que para obtener 
el valor де (c), siendo F(x) = 4x* + C, se puede utilizar una primitiva o integral indefinida cualquiera de f(x). 


(Ver Problemas 8-20.) 


TEOREMA DE BLISS. Si /(х) y g(x) son continuas en el intervalo cerrado а < x < b у se divide, como 
antes, este intervalo en subintervalos eligiendo dos puntos en cada uno de ellos (es decir, xx y x, 


en el k-ésimo subintervalo), se verifica: 
n b 
lim È а) gaas = f Қа): о(х) de 


Observemos en primer lugar que el teorema es cierto si los puntos x, y x, son idénticos. El va- 
lor del teorema reside en que cuando los puntos de cada subintervalo son distintos el resultado 
es el mismo que cuando coinciden. Para probar la validez del teorema, tendremos 


Мауи = $ folur + È fe t6) — 062) ака 


y observando que cuando n-> + оо (esto es, Дах -> 0), хк y х, tienden a confundirse y al ser g(x) 
continua, g(x,) — g(xx) > 0. 
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Problemas resueltos 


Hallar en los Problemas 1-3 las integrales definidas estableciendo el valor S, y calculando su 
límite cuando n— +00, 


i : 
1. | € dx = c(b — a), siendo с una constante, 
= 


Dividamos el intervalo a < x < ben п subintervalos de longitud Дх = (b — a)/z. Como el integrando es f(x) = c, 
resulta /(хд) = e, cualquiera que sea el punto xy del К-епе то subintervalo y, por tanto, 


S. = PEE = 2 c(Ax) = (cctcct--ce(Ax) = nerAr = no = c(b—a) 
= =1 
b 
Luego f cdr = lim 5, = lim c(b—a) = c(b—a) 
5 nocte n= + 
5 
2. | хах = 25/2. 
0 
0 Xi ж Xk 3 -1 та 
ArzlAx АХ 
to а i2 8688 {к-1 $k {л-2 En—1 fa 
Fig. 33-2 


Dividamos el intervalo 0 < x < 5 en л subintervalos de longitud Ах = 5/л. Eligiendo los puntos x, coincidiendo 
con el extremo derecho de cada subintervalo, es decir, x, = Ax, х, = 2 Ах, ..., Хаи = n Ax, tendremos 


MET Зло) ме = Хела az = (424-2) az = 220 = 5 i) 


5 
| хах = lim 5, = lim 28 pd = 25 
2 n 2 


3. f ade = 20. 
* Dividir el intervalo 1 < x < 3 en n subintervalos de longitud Дх = 2/n 


I. Tomemos los puntos x, coincidiendo con el extremo izquierdo de cada subintervalo, como se indica en la Fig. 33-3, 
es decir, x, = 1, x; = 1 + Ax,..., Xn = 1 + (л — 1) Ax. En estas condiciones, 
Sac = PEOR = x ArcaxjfAm Lote + ТАХ 
[1 + (1+ Ax)? + (14 2:40) + +++ + {1 + (%—1)Ах)?| Ах 


[n + 30 +2 +... + (т— 1) ax + 3(12+22+-+:+(n—1)) (22): 
+ {1#+ 2+. + (п— 1)5) (az)] Ax 


mm (n — I)n(2n — 1) (n — 1n 
ЭН 21028. 15243 Э 20201 
2 цо. (s- 1 НЭР (4-8+%) = 20 — 26 , 8 
n n 
y f хйх = lim (20-35. +3) = 20 


H 
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Сас 


&-i1& in-1 ба 
Fig. 33-4 
П. Tomemos los puntos x, coincidiendo con los puntos medios de los subintervalos, como se indica en la Fig. 33-4; 
es decir, 
2n — 1 
ж = 1+ jaz, ла = 148%, ..., zx, — lt g бе. Tendremos 


5. 


3 
[а + + (tgar + + + (1 az) |а 


{1  3()Az + за)" (аху + (17 (аху) + {1+ 3(3)(^z) + 38) (д2) + (E (ax). + 


Coon Г ба) + (2581 2 ёр) су | Jaz 
OD OE p ZO) 
(la -8-4 
; (асан МАСТ 


1 


4. Demostrar que: 
(a) f f(x) dx = 0. La longitud del intervalo de integración es 0; luego Ax = 0,5, = 0, y 
f f(x) de = lm, S. = 0. 
а zi zi Xx Za b а La Zai £k xı b 
to ће tk-i Ex баба fn n-i 5 5-1: & £o 
Fig. 33-5 Fig. 33-6 


b T а 
(b) f fo) dx = -f f(x) dx. Para la integral del primer miembro, dividamos el intervalo a < x < b de forma que 


b 
los puntos x, sean los indicados en la Fig. 33-5. Para la integral del segundo miembro, elegimos el intervalo 
(Fig. 33-6) exactamente igual al anterior, excepto que los puntos £, y x, se numeran de derecha a izquierda en lugar 
de izquierda a derecha. En estas condiciones, el valor de S, a partir de lo indicado en la Fig. 33-5 será igual al 


calculado a partir de la Fig. 33-6, salvo que los signos de 4¿x son positivos en el primer caso, y negativos en el 
segundo. Así pues, 


f fla) de = -f ко 2 


b b 
of c *f(x) dx = | f(x) dx. Efectuando apropiadamente la subdivisión del intervalo y la elección де los puntos 


ü a 
de los subintervalos, 


8. = 3 с јод Ах = с 5 јак) Лех 
допа b 
unes f с (х) ах = c lim 5 f(t) = eS f(x) dx 


5. Demostrar el primer teorema del valor medio del cálculo integral: Si f(x) es continua en el intervalo a <x <b, se 
verifica: f Јао) dx = (b — a) * f(x) al menos para un valor x = x, comprendido entre a y b. 
El teorema es cierto [ver Ejemplo 1 (a)] cuando f(x) = c, una constante. En Jos demás casos, sean m y M el mínimo 


y el máximo absolutos, respectivamente, de f(x) en el intervalo а < x < b. Realizando de forma conveniente la subdi- 
visión del intervalo y la elección de los puntos de los subintervalos, 
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mås < Y ж) мл < 3 Mie 


"M « fima « f Mas 


b 
m(b—a) < fro dx < M(b-—a) 


Pu 


r 
' 


Ahora bien, cuando л + со, tenemos 


que, por el Problema 1, se transforma en 


Por tanto m < Bf Кх) de < M 


de forma que 


ns 231 f(x) ах = М, siendo N un número comprendido entre m у М. Como f(x) es continua en el 


intervalo a < x x b, tomará, al menos una vez, todos los valores comprendidos entre т y M (ver Teorema I, Capítulo 3). 
Por consiguiente, debe existir un valor de x, x = xp, para el cual f(x.) = N. Así pues, 


paf fme = м- ла y f лов = b-a 


Demostrar que si F(u) = f f(x) dx, se verifica GF (и) = flu). 


Para calcular la derivada, pondremos 


u+4u ч 
F(u + Au) — Flu) = | fx) de — f f(x) dx 


y segün las Propiedades 2, 5 y 6, llegamos a 
ь 4ч и+Ан 
f уа) dz + S Джаш = Í f(x) de 


= Fo) * Au, siendo u < uo < u+ Au 


Е(и - ди) — Flu) 


Por tanto 
F(utAu)—F(u) _ dE _ |. Fut Au) — Flu) Е T 5 T Ў 
DC o - Аш) y m XM erem Jim, f(wo) Ки) 
ya que cuando Ди» 0, > u. 
Esta propiedad se suele expresar en la forma: Е 
(i) Si Р(х) = f f(x) dx, se verifica F'(x) = f(x). 


El haber empleado la letra и en el desarrollo anterior, es debido a evitar toda confusión entre las diversas x. Obsérvese 
en (i) que F(x) es una función del límite superior de integración x y no де la letra x que figura en el integrando f(x) dx. 
En otras palabras, esta propiedad también se puede expresar en la forma: 

Si Р(х) = f fit) dt, se verifica F'(x) = f(x). 


De (i) se deduce que F(x) es simplemente una primitiva o integral indefinida de f(x). 


Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a С x < b y si F(x) es una integral indefinida de f(x), se verifica 
f f(x)dx = F(b) — F(a) 
Aplicando la última expresión del Problema 6 
19 f(x)dx = Е(х) +С 
Cuando el límite superior de intésración es X = a, tenemos 
| Кајах = 0 = Е(0)-0 у C = —F(a) 
Así pues, f. Ја) dx = F(x) — F(a) y cuando el límite superior de integración es x == b, tenemos lo que queremos 


demostrar, 


f. f(x)dx = F(b) — F(a) 
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Aplicar el teorema fundamental del cálculo integral o regla de Barrow para calcular las integrales siguientes. 


8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


1. 


15. 


17. 


18. 


1 
f (22%—2)4х = EZ 22122 02222108 сэ 
2 а ad 3 4 ИС 
T 1 1 1 i 13 1 
pcc users Lem e d 2 ү ај 14 
4., at i) е | ale (1-3) (2+2) "eae О 


A = зу | = Avi- vi) = 2 


| 


3 3 
f а es chen] = —8(e? e) = 4,9904 


-10 de -10 
Ї = In |z + 21 | = ]|n8 — 104 in 2 


de _ 1 de 111 1 1 
f. dee], = de CI] = F 

-3 -3 

A 1 — 

f Ут – 4 ах = [Ьу 4 — ваја + у! - Зун -iVs-2m2 
-5 -$ Б— 
f de _ 1j 

25-09 7 6 Ч 


f = ЕТЕН = (elne—e) —(In1—1) = 1 
1 


E 


S 


х-31 _ 171 2341 
2 - ¿(nz m2) = 51101 


1 


в 
Calcular || xy dx siendo x = 6созб,у = 2 sen 0, 
3 


Expresando х, у, dx, en función del parámetro 0 у 40, y escribiendo los nuevos límites de integración correspon- 
dientes a los valores del parámetro, se halla la integral que resulta. 


dx = —6 sen 0 40. Cuando x = 6cos 0 = 6, 0 = 0; y cuando x = 6cos 0 = 3, 0 = л/3. Luego 
. ü 
f шде s f (6 cos &)(2 sen ө)(— 6 sen e) de 


8 T/3 


= uf sen*e cose de = = 24sen | = —24{0 — (V3/2)} = 9у3 


T/S 7/3 


2 dz 


27/3 —— 

de de 1+2 24 
19.C | ME ei 5 (-415- - 284: 
alular} а сове B + 4 cose 1-2 9+2 


5-4 


1-2 х ў, 


Para determinar los límites de integración де z (0 = 2 arc tag z): Cuando 0 = 0, 
z = 0; cuando 6 = 27/3, arc tag z = 7/3 y z = 4/3. Por tanto, 
Vs 


f DL = 2 д2. = 2 слав 2 ч =! i 
| B 4cose , 9-2 3 Sal 9 Fig. 33-7 
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2 dz 
тіз а 4 1 153 
20. Calcular f 2-8 __ f --852 02 { 1+2 _. 2 dz 
o l-—senz l-—senz Ji 22 T (1 — 2): " 
N 1-2 


Рага х=0, arctagz = 0 у 2=0; Para х= 7/8, атсіав z = #7/6 у г = у3/3. Por tanto 


Мах vin dz 8 q 
—©® ~ = _ 2 _ 
f mr тај пер ic TREE 


Problemas propuestos 


b 
21. Hallar la integral | с dx del Problema 1 dividiendo el intervalo a <x <b en n subintervalos de longitudes 
» 


„ Д„х. Obsérvese que У ДА,х = b —a. 


k-1 


Aix, 4. .. 


5 
22. Hallar la integral | x dx del Problema 2 empleando subintervalos de igual longitud y (a) eligiendo los puntos x, coin- 
0 


cidiendo con el extremo izquierdo de los subintervalos, (b) eligiendo los puntos x, coincidiendo con los puntos medios 
de los subintervalos, (c) eligiendo los puntos x, a un tercio de sus longitudes, es decir, tomando x, = 44x, х = $4x,... 


4 
23. Comprobar que f x? dx = 21 empleando subintervalos de igual longitud y eligiendo los puntos х, (a) en el extremo 
1 


derecho de los subintervalos (5) en el extremo izquierdo de los subintervalos, (с) en el punto medio de los subintervalos. 


+ 


4 E] 
24. Con los mismos subintervalos y puntos elegidos en el Problema 23(4), calcular las integrales | x dx 1! (х? + х) аху 
1 1 


demostrar que | (fo + 200) ах = f f(x) ах +{, gœ) dx. 


5 


2 4 
Hallar las integrales х? dx »f x* dx. Comparar la suma con el resultado del Problema 23 y demostrar que 
1 


f Ho) ах + f Кајах = f Кх)аж cuando a < c < b. 


1 
26. Calcular | edz = е ~ 1. 


o 
- Ч . 2 Ах 
Та. 5. = J ec ^*Ax = e^t (e 1) 221 y 


es unà forma 
к=] ын 1 


lim = lim 22 
n= + с e^ — 1 Ах-0 635 — 1 


indeterminada del про 0/0. 
27. Demostrar las propiedades 4 y 5 de la integral definida. 


28. Aplicar el teorema fundamental o regla de Barrow para calcular: 


(a) Тахиа = 6 

(b) Г (2—z)dz = 8/3 

(с) | (8— 22 + 2%) dx = 9 

(d) f. а — t)tdt = —9/4 

(е) || а-у = –116/15 
о | "ИГЕ Ex de = 26 


(д) / хх? +1) ах = 40/3 
з ах 
(А) -шшшшш = 2 
f. У1+х 
Gà) ( ж(1 Ух) de = 1/30 
o ( -_Е8=— = 6 
J, Vz*—15 
(k) f % Ма а ах = jos 


(ђ ( yaa de = qu — 4V3 
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" X 1 
m f Hoa E ¿m3 (4) f In (x? +1) 4: = In2 + jr — 2 

3 0 

i 5 3 эт 
(n) f a. m эс vis -i (r) | sen 11 dt = 4 

-1 Я 

у 227 17/3 
(о) Í E zi dz = 4ln(2+ МЗ) - 2/3 (8) | х? sen Зх dz = ~ 4) 

0 
2) 3 8 T/2 dx М? т 

(ю) f шоо TE = $n 3 (t) Í ТЕ сост 5 


-3 
ах 
29. Demostrar que ш--т--ү15 Ї ===. 
з Vx*+16 vx! 16 


8-27 
30. Hallar | ydx = Зт, siendo х = 0 — sen 0, у = 1 — cos 0. 
9-0 


А 
31. НаПаг | Vl-(y) de = P44In2, siendo у = §x?— } In x. 
1 
5 2 3 
32. Hallar f а) (4) dt = V2 є*(є — 1), siendo x = e'cos t, у = e'sen t. 


33. Por medio de las fórmulas de reducción (Capítulo 26) deducir las fórmulas de Wallis: - 


m/2 т/2 А um = 5 
[ sen"rdx = f cos"z dz = l e sines par y > 0 


2 
0° 0 
2*:4...(n—3)(n— 1) 
1:3...(n—2)1 


si nes impar y > 1 


Ш 


3.. (т—1)•1•8.. (#—1) то. 
4...(т+тл—2)(т-+я) 2 si т y a son pares y > 0 


= dad suene) а е 
= (n4 Dn + 3), . „(и + т) S1 m 65 impar y > 1 


“mz 
| sen"x cos х dg = 
0 


_ _2*4...(n—3m-1) — si es impar y > i 


(m + 1)(m + 3)...(m + n) 


34. Hallar: 


(a) f ves dx = 98/3 (c) S E = 4ш - 1 


ТА соз2х — 1 а O go = 241 
(b) Џ Рта із = 4" 1 (d) f dz He ) 


А sen z dz (а ENTE 1+3у2 
(е) f. 3 In 


cost — 5 cosg + 4 — т 1—3/2 


pg сш 2/2 — УТБ 


2, Va*—4z +3 — V15 


п/з 
(9) f de. In уз 
(h) f net VASI) dz = 31n(3 + 242) — 2/2 


j 


7% (х+2)4 1.49 x1 
In (V2 — 1) (k) f. a = imf. 


of x M e ES 
ya? + 25 + 


3/4 T/4 
EST RN 1 8 dr __ _ 1, 3V2 т 
0) f. ey ай ис 0) f 24 пара pln а + 19 


Capitulo 34 


Cálculo de áreas planas por integración 


CONCEPTO DE AREA COMO LIMITE DE UNA SUMA. Sea /(х) una función continua no negativa 
en ningún punto del intervalo cerrado a < x < b; la integral definida ЈЕ f(x) dx = lim У /(хкю)Акх 
а п» + o k=l 


admite una interpretación geométrica suma- y 

mente importante. Dividamos el intervalo y = f(x) 
a < х < b eligiendo los puntos xx, como hemos 
visto en el capítulo anterior y levantemos, desde 
los extremos & = а, 61, £o, .. ., £, = b, perpen- 
diculares al eje x; la región del plano limitada 
por la curva, el eje x y las ordenadas en los pun- 
tos x =a y x = b, quedará dividida en n fran- 
jas, cada una de las cuales es, aproximadamente, 
un rectángulo cuya base está apoyada en el. 
eje x y cuya altura es la ordenada levantada 
desde el punto x, del subintervalo correspon- 
diente. El área de la franja representada en 


. ]a Fig. 34-1 es igual a f(xi)4xx. Así, pues, la О а A 9m Ni b 


suma `y /(хк){кх representa el área de los n 
k=1 Fig. 34-1 
rectángulos. b 
El límite de esta suma, | 5 f(x) dx, cuando el nümero de franjas crece indefinidamente еп la 


Ре (хк, ук) 


forma indicada еп el Capítulo 33 es, por definición, el área de la porción del plano citada anterior- 
mente, o dicho en pocas palabras, е] área encerrada por la curva desde x — a hasta x — b. 


(Ver Problemas 1-2.) 

Análogamente, sea x — g(y) una función continua no negativa en ningün punto del inter- 
valo c < y < d; la integral definida Ї g(y) ду es, por definición, el área limitada рог la curva 
x = g(y), el eje y y las ordenadas extremas y = c e y — d. (Ver Problema 3.) 
Si y — f(x) es una función continua que no toma valor positivo en ningün punto del inter- 
valo a < x < b, la integral definida ЈЕ f(x) dx será negativa, queriendo esto decir que el área está 
situada por debajo del eje x. De igual forma, si x = g(y) es continua y no toma valor positivo en 
ningún punto del intervalo с < y < d, la integral Ї Р(у) dy será negativa y el área estará situada 


a la izquierda del eje y. i (Ver Problema 4.) 


Si y = f(x) cambia de signo en el intervalo a < x < b, o si x = g(y) cambia de signo en el 
€ < y <d, el área encerrada por la curva se hallará por medio de dos o más integrales definidas. 


(Ver Problema 5.) 


CALCULO DE AREAS POR INTEGRACION. Los pasos a tener en cuenta para plantear la integral _ 
definida que proporciona el valor del área a calcular son: 
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(1) Trazar un diagrama en el que figuren (a) el área a determinar, (b) una franja representativa 
y (c) el rectángulo genérico. Para ello tomaremos, sistemáticamente, el subintervalo repre- 
sentativo de longitud Ах (о Ду) y el punto xx (o yx) de este subintervalo en su mitad. 


ángulo v le suma corresnondiente aLárea de ln 
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4. 


CALCULO DE AREAS PLANAS POR INTEGRACION (САР. 34 


Hallar el área limitada por la parábola y — x* — 7x -- 6, el eje x 
y las rectas x = 2 ух = 6. 


La base del rectángulo genérico (Fig. 34-5) es Лх, la altura 
es —y = —(x* — 7х + 6), y el área vale —(x* — 7x + 6) Ах. 
El área pedida es, 


8 " 1 в 
pod (ТА Jl 
| (x x ) ах € 2 0x : 


| 


А 


5 unidades de superficie 


Hallar el área comprendida entre la curva у = x? — 6x* + 8x у 
el eje x. 


La curva corta al eje x en x = 0, x = 2 y x = 4, como зе 
indica en la Fig. 34-6. Trazando franjàs verticales, el área del 
rectángulo genérico, con su base en el intervalo 0 < x < 2, 
es (x? — 6x? + 8x) Ax, y el área situada por encima del eje x 

3 
vendrá dada por [ (x? — 6x* + 8x) dx. El área del rectángulo 
0 


genérico con su base en el intervalo 2 < x < 4 vale —(x? — 6x* 
+ 8x) Ax, y el área situada por debajo del eje x viene dado рог 


4 
| —4x? — 6x* + 8x) dx. El área buscada será, en definitiva, 
з 


з 4 
А = | (x! — 6х? + 8x) ах + | —(13 — 6x? + 8x) ах 
• 3 


L ода + dat pa |£- 2x! + | 
4 ES a е 


4 + 4 = 8 unidades de superficie 


| 


En este caso, ha sido necesario calcular dos integrales definidas, 
ya que el integrando cambia de signo en el intervalo de integración. 
Con un planteamiento incorrecto del problema habríamos llegado 


4 
a la conclusión de que | (x? — 6x* + 8x) ах = 0. 
0 


Hallar el área comprendida entre la parábola x = 4 — у' y el eje у. 


Fig. 34-6 


'La parábola corta al eje x en el punto (4, 0) y al eje y en los puntos (0, 2) y (0, —2). Vamos a resolver е! problema de 


dos formas distintas. 


Fig. 34-7(a) 


Fig. 34-7(b) 


Empleando franjas horizontales. La base del rectángulo genérico [Fig. 34-7(a)] es Ду, su altura 4 — y? y su área 
vale (4 — у?) Лу. Los límites de integración de la integral definida son у = —2 e у = 2. Ahora bien, observando que el 
área situada por debajo del eje x es igual a la situada por encima de él, tendremos: 


2 2 УГ 32:22 А 
| (4— y)dy = 2 | (4—уђау = 2 (a = Jl m unidades de superficie 
-3 9 9 


Empleando franjas verticales, La base del rectángulo genérico (Fig, 34-7(b)] es Ах, su altura 2y = 24/4 — x, y su 
área vale 24/4 — x Ах. Los límites de integración son x = 0 y x = 4. Por tanto, el área será: 


4 4 ]4 
| 2/4—хах = ——(4— xy | = 
° 3 o 


z unidades de supcrficie 
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7. 


> 


Hallar el área comprendida entre la parábola y? = 4x у la recta у = 2x — 4. 


La recta corta a la parábola en los puntos (1, —2) y (4, 4). En las figuras se puede observar que, si empleamos franjas 
verticales, unas van desde una rama de la parábola a la recta y otras desde una rama de la parábola a la otra. Si empleamos 
franjas horizontales, todas ellas van desde la recta a la parábola. Aquí vamos a resolver el problema de las dos formas 
para observar cuál de ellas es la más adecuada. Antes de empezar a calcular, conviene considerar, previamente, qué 
tipo де división del área a resolver es el más apto. 


Fig. 34-B(a) Fig. 34-8(b) 


Empleando franjas horizontales. La base del rectángulo genérico [ver Fig. 34-8(a)] es Ду, su altura ((valor de x de 
la p) — (valor de x de la parábola)) es (фу + 2) — фу? = 2 + фу — фу?, y su área vale (2 + фу — 1») Ay. El área 
pedida es - 


4 2 3 4 
f (2 + ју—љју)а4у = E * 2 = d — 9 unidades de superficie 
Р -2 


Empleando franjas verticales. Dividimos el área por la recta x = 1 [ver Fig. 34-8(b)]. El rectángulo genérico, a la 
izquierda de esta recta, tiene de base Ax, de altura (teniendo en cuenta la simetría de la figura) 2y = 44/ x y su área 
vale 4у x Ах. El rectángulo genérico, a la derecha de la recta, tiene de base Лх, de altura 2 x — (2x — 4) = 
2 x — 2x + 4 y su área vale (24 x — 2x + 4) Лх. El área pedida es, entonces, 


1 4 1 4 
f Avzdx + f (гух — 2x + 4) ах = ЕЈ + E — g* + «| = 5 + 19 = 8 un.sup. 
1 о 


0 1 


Hallar el área comprendida entre las parábolas у — 6x — x* e 
у = х? — 2х. ти 


Las parábolas se cortan en los puntos (0, 0) y (4, 8). En la figura 
se observa que lo más adecuado es dividir el área mediante franjas 
verticales. 


El rectángulo genérico tiene de base Ax, de altura, ((valor de y en 
el límite superior) — (valor de y en el límite inferior)) = (6x — x*) 
— (х2 — 2x) = 8x — 2x!, y su área vale (8x — 2x?) Ax. El área pe- 
dida es 


4 4 
2 64 
з _ — 23 z — Я . 
| (8x — 2x?) fur = [а 351 сна sup 


9 
e 


Hallar el área limitada рог la curva у? = x! — хе. 


La curva es simétrica con respecto a los ejes coordenados. Por 
tanto, el área será 4 veces la correspondiente al primer cuadrante, 


La base del rectángulo genérico es Ax, su altura у = V x* — x* 
= x'V 1 — x*, y su área vale x4/1 — х? 4x. El área buscada es, pues, 


Í zV1-— a de |- ta- am| 


4 _. : 
= = unidades de superficie 
з“ pe Fig. 34-10 
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10. Hallar el área del menor de los sectores que la recta x == 3 determina en el círculo x* + » = 25, (Ver Fig. 34-11.) 


3 5 5 
Í 2ydz = 2f V235- x de = » | фузљ-= 15:45. атома $ | 
3 


3 


A 


Ш 


(8. — 12 — 25 are sen y 


Э unidades de superficie 


Fig. 34-11 Fig. 34-12 
11. Hallar el área de la intersección de los círculos x* + y* = 4 y x* + y! = 4x. (Ver Fig. aM 
Los círculos se cortan en los puntos (1, + у 3 3). 
El rectángulo genérico se extiende desde х = 2 — 4/4 — y! hasta x = У4— yl. 


уз 
2| Ми VI) dy TU VIE — 1) ау 
5 уз 
4 НТ — y? + 2 arc sen ly - »| -(& -2V5 ) unidades de superficie 


А 


|| 
tl 


12. Hallar el área limitada por la curva у? = x*(4 + x). (Ver Fig. 34-13.) 
а гудх = M z*V4--x dz. Haciendo 4 + x = 2%, tendremos 


2 8&5 | 16 | _ 4096 . Р 
ЛЕВ. 5 + 3 | = "105 unidades de superficie 


P(x,y) 


Fig. 34-13 Fig. 34-14 Fig. 34-15 


13. Hallar el área limitada por el arco de cicloide x = 9 — sen 6, у = 1 — cos 0. (Ver Fig. 34-14.) 
Cuando 0 varía de O a 2л, se describe un arco completo. Por tanto, dx = (1 — cos 6) 20 y 


0-1 т зт 3 
А = | удх = f (1 — cos 6)(1 — сове)де = f € - 2 сове + T) de 
о 


3 27 
E — 2 sen + i sen ге] = 8т unidades de superficie 
0 


14. Hallar el área limitada por la curva x = 3 + cos 0, у = 4 sen 6. (Ver Fig. 34-15.) 


Cuando 6 varía, de derecha a izquierda, desde © a 4л, se describe el área rayada de la figura, que vale, { del área 
pedida. 


~ 
|| 


T/2 T/3 тга 
-4 f (4 sen 6)(— sen в) de = 16 sento de = sf (1 — cos 26) de 
0 


0 0 


T/2 
8 |, = i sen 2e | = Ат unidades de superficie 
; 0 E 
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15. 


16. 


17. 


18. 


Y Problemas propuestos 


Hallar el área limitada por las curvas y rectas que se indican: 


(а) у= х, у= 0, х= 2, х = 5 () у= х — 4, у = 8 — 2х 

(D у= х3, у= 0, х = 1,х = 3 G) y =x*—4x?, у = 4х? 

(с) у = 4х — х? у= 0, х = 1, х = 3 (k) La curva dada рог y? = x*(a? — х?) 
(d) x 1+ у?, х = 10 ( La curva дада рог 9ау? = x(3a — х)? 
(e) х= 332—9, х = 0, у = 0, у =] (т) у = е*, у = е-*, х = 0, х = 2 

(NO х= у? + 4у, х = 0 (п) у = е + ет у = 0, х = +a 

( у= 9 — х, у= х + 3 (0) ху = 12,у = 0, х = 1, х = е? 

(0) у= 2 — x, у = —х (р) у= ШІ + х), у= 0, х = +1 


(а) у = tag x, х = 0, х = {л 

(r) Un sector circular de radio r y ángulo а. 

(s) La elipse x = a cos г, у = b sen f, 

(t) x = 2 соз 0 — сов 20 — 1, y = 2 sen 0 — sen 20. 
(u) x = a cos? t, у = a sen? t. 

(v) Primer arco de y = e7% sen ax. 

(w) y = xe-?', у = 0, у la ordenada máxima. 

(x) Las dos ramas de (2х — у)? = x? y x = 4. 

(у) Dentro de у = 25 — x?, 256x = 3y?, 16у = 9x?, 


Soluciones: (a) 39 unidades de superficie, (b) 20, (с) 22/3, (4) 36, (e) 8, (f) 32/3, (8) 125/6, (А) 9/2, (й) 32, G) 5124/ 2/15, 
(k) 2а3/3, (D) 8 У 3a*/5, (m) (e* + 1/e* — 2), (n) 2a(e — 1/e), (o) 24, (p) іл, (4) 3 In 2, (г) $r°a, (5) лав, (1) бл, 
(и) 3ra*/8, (v) (1 + 1/e7)/2a, (w) 4(1 — 1/4/ e), (x) 128/5, (y) 98/3 unidades de superficie. 


La ordenada media de la curva y = f(x) en el intervalo a < x < b viene dada por 


b 
Area B | f(x) de 
Base AS 
b-a 
Hallar la ordenada de (a) una semicircunferencia, (5) la parábola у = 4 — x? desde х = —2 hasta х = 2, 


Sol. (a) nrj4, (b) 8/3. 


(a) Hallar la ordenada media de un arco de la cicloide x = a(0 — sen 6), у = a(1 — cos 0) con respecto a x. 


(b) Idem, con respecto a 6, 


1 P 3a ON ecd 
2 2 Вы — 
Sol. (a) 2rd Í a*(1— соз 6) 48 = 27 (5) zS a(l — cos 0} 40 = а 
En la caída libre de un cuerpo, s = фра y v = gt = Y 285. 


(а) Demostrar que el valor medio de v con respecto a t еп el intervalo 0 < + < г, es igual a la mitad de la velocidad final. 


(b) Demostrar que el valor medio de v con respecto a s en el intervalo 0 < s < s, es igual a dos tercios de la velocidad 
final. 


Capitulo 35 


Volúmenes de sólidos de revolución 


UN SOLIDO DE REVOLUCION está generado por la rotación de un área plana alrededor de una recta 
del plano o eje de revolución. El volumen de un sólido de revolución se puede hallar por uno de los 
procedimientos siguientes: 


METODO DEL DISCO 
A. Eleje de rotación forma parte del contorno del área vlana. 


(1) Se traza un diagrama indicando el área generatriz, una franja representativa perpen- 
dicular al eje de rotación, y su rectángulo genérico, como se hizo en el capitulo anterior. 


(2 Se halla el volumen del disco producido en la rotación del rectángulo genérico alre- 
dedor del eje de rotación y la suma correspondiente a los л rectángulos. 


(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral (Capítulo 33) 


suponiendo que el número de rectángulos crece indefinidamente. 
(Ver Problemas 1-2.) 


B. El eje de rotación no forma parte del contorno del área plana. 
(1) Se procede como en el apartado (1) anterior. 


(2 Se prolongan los lados del rectángulo genérico, АВСР, hasta que corten al eje de ro- 
tación en Е y en F (ver Fig. 35-3 correspondiente al Problema 3). Cuando este rectán- 
gulo gire alrededor del eje de rotación se produce un cilindro cuyo volumen es igual 
a la diferencia entre los volümenes generados por los rectángulos EABF y ECDF al 
girar con respecto al mismo eje. Se halla la diferencia de los dos volümenes y se procede 
como en el apartado (2) anterior. 


(3 Se procede como en el apartado (3) anterior. (Ver Problemas 3-4.) 


METODO DEL ANILLO 


(1) Se dibuja, en un diagrama, el área generatriz, una franja representativa paralela al eje de ro- 
tación, y su rectángulo correspondiente. 


(2 Se halla el volumen (= circunferencia media х altura х espesor) del anillo cilíndrico pro- 


ducido en la rotación del rectángulo genérico con respecto al eje de giro y se halla la suma 
correspondiente а los n rectángulos. 


(3) Se aplica el teorema fundamental, o regla de Barrow, suponiendo que el número de rectán- 


gulos crece indefinidamente. 
__ (Ver Problemas 5-8.) 


X а 
y E ovum x 


us NE 
2. 


Problemas resueltos 


NS Hallar el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la parábola y? = 8x y la ordenada 
correspondiente a x — 2 con respecto al eje x. (Ver Fig. 35-1.) 
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Dividiendo el área mediante franjas verticales, cuando el rectángulo genérico de la Fig. 35-1 gire alrededor del eje x 
se produce un disco de radio у, de altura 4x y de volumen лу? Ах. La suma de los volúmenes de los n discos, correspon- 
dientes a los л rectángulos, es Zxy? Ax, y el volumen pedido será, 


2 
ү = || ак = | лу? dx = aĵ 8хах = Amel = 16x unidades de volumen 
a 0 0 


(2, 4) 


(2, -4) 


(2, -4) 
Fig. 35-1 Fig. 35-2 


2. Hallar el volumen generado al girar el área limitada por la parábola y? = 8x alrededor de la ordenada correspondiente 
ах = 2. (Мег Fig. 35-2.) 


Dividiendo el área mediante franjas horizontales, cuando el rectángulo genérico де la Fig. 35-2 gire alrededor del 
eje y se produce un disco de radio 2 — x, de altura Ду y de volumen л(2 — x)? Ду. El volumen pedido será 


4 4 4 y 2 256 Р 
РК = [ z(2—x?*dy = за 2— х): ау = за р - Ра ду = ELE unidades de volumen 
-4 0 0 


3. Hallar el volumen generado еп la rotación del área limitada рог y? = 8x y la ordenada correspondiente a x = 2 con 
respecto al eje y. (Ver Fig. 35-3.) | 


Dividiendo el área mediante franjas horizontales, cuando el rectángulo genérico de la Fig. 35-3 gire alrededor del 
eje у, se produce un disco cuyo volumen es igual a la diferencia entre los volümenes generados al girar los rectángulos 
ECDF (de dimensiones 2 por Ду) у EABF (de dimensiones x por Ду) con respecto al eje y, es decir, л(2)? Ду — л(х)* Ду. 
El votumen pedido será 
128 


4 4 
2л] 4— У | аду = —— л unidades de volumen 
(в 5 


1 


4 4 4 
ү = | Ал:4у ле | nx? dy = га (4 — х?) dy 
-4 0 


y 202204 


Fig.35-3 Fig. 35-4 


4. Hallar e] volumen generado en la rotación del área comprendida entre la parábola y = Ax — х? y el eje х con respecto 
a la recta y — 6. (Ver Fig. 35-4.) 


Dividiendo el área mediante franjas verticales, el rectángulo genérico, al girar alrededor de la recta y — 6, produce 
un disco de volumen л(6): Ax — л(6 — у)? Ax. El volumen pedido será 


V 


| 


4 4 
af (69 —(6— ујгј ах = a| (12y — y?) dx 
0 М 0 


1408л 
15 


4 
= 4| (48x — 28x* + 8x? — x*) dx unidades de volumen 
9 
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VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION [CAP. 35 


Se trata de hallar el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la curva у = f (x) y las 
ordenadas correspondientes a x = a y x = b, alrededor del eje у. (Ver Fig. 35-5.) Dividiendo este área en п franjas y 
trazando los rectángulos correspondientes, cuando uno de ellos gire alrededor del eje у, se produce un anillo cilíndrico 
de altura уу, radio interno £,. ,, radio externo £, y volumen 


(D AV = mn(—46.) 


Por el teorema del valor medio de la derivada 


d 
(8) ti A. = ас x9) (Ex —85-) = 2хићх 

ama 

Siendo £¿1< x, < £,. Por tanto, (i) se transforma en 
ДК = 28 ху Лх = 2л х (х) dax 
у ” 
Y = мо dim У хуба) Дх = 2л | * х Год ах por el teorema де Bliss 
п—+ в 


®-1 
Nota. Si los puntos x, de los subintervalos son los puntos medios de estos, no es necesario acudir al teorema 
de Bliss. Para los х, definidos en (ii), se verifica: х; = КЕ + x-1) = x, [ver Problema 17(5), Capítulo 211. El vo- 


lumen producido al girar los п rectángulos alrededor del eje y es У! Зла f (хь) Дах = Mo Ax del tipo (i) del 
Capítulo 33. kal E=1 Дд 


У 


Fig. 35-5 


Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por la parábola y? — 8x y la ordenada correspondiente 
а x == 2 con respecto a esta recta, Aplicar el método del anillo. (Ver Problema 2.) 


Dividimos el área (Fig. 35-6) mediante franjas verticales y elegimos, para mayor sencillez, e] punto Р de forma que 
sea el punto medio del segmento AB. | 


La altura del rectángulo genérico es 2у = 44/2x, su base, Дх у su distancia al eje де giro, es 2 — x. Cuando este 
rectángulo gire alrededor de este eje se produce un anillo cilíndrico de volumen 2z(2 — x) · 44/2х Ax. El volumen 
pedido será 


ү = 8V2n| @— уха = ву2лј aut — хэн) dx = 2361 unidades de volumen 
0 0 


Hallar el volumen del toro generado en la rotación del círculo х? + y! = 4 alre- 
dedor de la recta x — 3. 


Aplicamos el método del anillo. La altura del rectángulo genérico es 2y, su 
base Ах, y la distancia media al eje de revolución vale 3 — x. El volumen pedido 
será 


V 


24| 2:08—3)dx = An] G—394A4—3xdx — 
—% —1 


1 


гај V4 йл | xy4— dx 
85 | ES | 


[2 (бм арс sen 3) + a 2 хун) 


24л? unidades de volumen 


xx Fig. 35-7 


| 
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8. Hallar el volumen generado en la rotación alrededor del eje у del área limitada por el primer arco de 1а cicloide 
x == 0 — sen б, у = 1 — cos ĝ y el eje x. Aplicar el método del anillo. 7 


02522 сл 
у = 2л] хунс 2л] (0 — sen б)(1 — cos 0)(1 — cos 6) 40 
о 


0-0 


Р(х,у) 


2л 
2n| (0 -— 20 cos + 0 cos? 0 — sen 0 + 2 sen 0 cos 0 
9 — cos? 0 sen 0) 40 


эл [10 — 2(8 sen 0 + cos 0) + 180 sen 20 + 1 cos 20) 


2л 
+ cos 0 + sen? 0 + $ cos? | = бл? unidades de volumen 
0 


" 9. Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada рогу = —x? 
— 3x + бух + y — 3 = 0 alrededor де la recta, (а) x = 3, (b) у = 0. 


1 
() У = 2л| (ус — 798 — x) dx 
-3 
1 
= 2л] (x? — x? — 9x + 9) dx = 2562/3 unidades de volumen 
–3 


b) V 


aj (O — QJ dx 
-3 


1 
= ај (x* + бх? — 4x? — 30x + 27) dx = 1792л/15 unidades de 
volumen. Fig. 35-9 


Problemas propuestos 


Hallar, en los Problemas 10-19, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del diseo. (Soluciones en unidades cübicas.) 


10. у = 2х, y =0, x = 0, x = 5; ejex Sol. 2 5001 15. y —x*; y 0, x—2; x =2 Sol. 16л/5 
14. х—)у = 16, y = 0, x = 8; eje x Sol. 2567/3 16. y? = x(1 — x?); eje x Sol. 47/35 
12. у= 4x, x = 0, у = 16; eje y Sol. 327 17. 4x? + ду: = 36; eje x Sol, 167 
13. y 24x, x -0, y = 16; y = 16 Sol. 4 0962/15 18. 4x? + ду: = 36, eje y Sol. 24x 
14. у = x", y = 0, x = 2; èje x Sol. Ал 19. Dentro de x = 9 — y?, entre 
х—у—7=0,х=0;ејеу Sol. 9631/5 


Hallar, en los Problemas 20-26, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del . 
eje indicado, aplicando el método del disco. (Soluciones en unidades cübicas.) 


20. = 233, у = 0, x=0,x=5;ejey Sol. 6257 _ 24. у = х?, у =4x—x?; eje х Sol. 32л/3 
21. ху? = 16, y =0, x = 8; eje y Sol. 1287 Зл 25. y= х?, у = 4х-— х; у=6 Sol. 64л/3 
22. у= 4х, х 20 y = 16; eje x Sol. 2 0482/5 26. х=9—у,х—у—7 =0;х=4 Sol. 153л/5 


23. у= х?,х = 0,у = 8; х – 2 Sol. 1447/5 


Hallar, еп los Problemas 27-32, el volumen generado en Ја rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método del anillo. (Soluciones en unidades cübicas.) 


27. y —2x*, y 20, x = 0, х = 5; eje у 30. y= x, у = 4-1 х--5 
28. у- ӨВГӨН E x=6. 31. у= х? — 5х + 6, у = 0; еје у 
29. у= х 32. Dentro de x = 9 — у?, entre x —y —7 = 0, x = 0; у = 3 


Sol. Q7) « po (28) 3752, RH 029) ) 320л/7, (30) 647/3, (31) 5л/6, (32) 369л/2 


Hallar, en los Problemas 33-39, el volumen generado en la rotación del área plana dada alrededor del 
eje indicado, aplicando el método que sea más idóneo. 


33. у=е з„у=б0, х= 0, х = 1; eje y Sol. ла — 1је) unidades de volumen 

34. Un arco de y — sen 2x; eje x Sol. {л? unidades de volumen 

35, Primer arco de y — e*sen x; ejex Sol. 1(e** — 1)/8 unidades de volumen 

36. Primer arco de y — e*sen x; eje y Sol. л[(л — 1)e” — 1] unidades de volumen 

37. Primer arco de x = 6 —sen 0, у = 1 — cos 0; eje х Sol. 5л" unidades de volumen 

38. La cardioide х = 2 cos 6 — cos 20.— 1, у = 2sen 0 — sen 20; eje x Sol. 64:1/3 unidades de volumen 
39. y 22x35, 2x —» +4 = 0; x = 2 Sol. 271 unidades de volumen 


40. Hallar el volumen de un tronco de cono cuya base inferior es de radio R, la superior de radio r y de altura Л. 
Sol. ұл? + Rr + R?) unidades cübicas. 


Саришо 36 


Volómenes de sólidos de sección conocida 


EL VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION generado en la rotación alrededor del eje x de 
un área plana limitada por la curva y — f(x), el eje x y las rectas x — a y x — b viene dado 
2 


рог [ лу! dx. El integrando, xy? = л{ /(х)}%, se 


а 
puede interpretar como el área de la sección deter- 
minada por un plano perpendicular al eje x situado 
a una distancia del origen igual a x unidades. 


Recíprocamente, si el área de la sección ABC 
determinada en un sólido por un plano perpendicu- 
lar al eje x situado a una distancia del origen igual 
a x unidades, se puede expresar como función, 
A(x), de x, el volumen del sólido viene dado por 


Y == | | А(х) ах. 


Problemas resueltos 


.- Hallar el volumen de un sólido de base circular de 4 unidades 


de radio sabiendo que toda sección plana perpendicular a un 
diámetro fijo es un triángulo equilátero. 


Tomando el círculo, como en la Fig. 36-2, con el eje x 
sobre el diámetro fijo, la ecuación del círculo será х? + y? = 16. 
La sección ABC del sólido es un triángulo equilátero de lado 


2y y área А(х) = Y 3 y? = М 3 (16 — xt). 


V 


f A(x) dx = УЗГ, (16 — x’) dx 


з 74 
va|ie — 5] = IS 3 unidades de volumen 
4 


Un sólido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor 
y menor miden 10 y 8, respectivamente. Hallar su volumen 
sabiendo que toda sección del mismo perpendicular al eje 
mayor es un triángulo isósceles de altura igual a 6. 


Situemos la elipse como indica la Fig. 36-3, siendo su 
. х? y? . А А 
ecuación 35 + 16 7 1. La sección ABC es un triángulo isós- 


celes de base 2y, altura 6 y área A(x) = бу = 6:*/,V/25 — ха. 


5 NENNEN 
ү = A 4/25— x* ах = 60n unidades de volumen 
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2 2 
3. ~ Hallar el volumen де! sólido limitado por el paraboloide 16 + > - z y el plano 2 = 10, (Ver Fig. 36-4.) 


La sección determinada en el sólido por un plano paralelo al хОу situado a una distancia 2 del origen es una elipse 
de área лху = л(4\/' 2) (SA 2) = 20nz. En consecuencia, 


4 


10 
204] zdz = 10007 unidades de volumen 


0 


Fig. 36-4 Fig. 36-5 Fig. 36-6 


4. Enun cilindro recto circular de madera, de 8 centímetros de radio, se efectúa un corte por un plano que pasa por un 
diámetro de la base y forma con ella un ángulo de 60°. Hallar el volumen de la madera eliminada. (Ver Fig. 36-5.) 


Tomando los ejes coordenados que se indican en la figura, la sección determinada por un plano perpendicular al 
eje x es un triángulo rectángulo en el cual el ángulo agudo adyacente al cateto y es de 60°. La longitud del otro cateto 
es Y 3 y y el área de la sección es БУ 3 y? = ¿y 3(64 — х?). Por tanto, 


y = 3] (64 — ха = y Bom соо mle 
а; ecucce^ ae in Seas. 


5.. Hallar el volumen de la intersección de dos cilindros circulares de igual radio r que se cortan ortogonalmente. 
(Fig. 36-6.) 
Tomando los ejes coordenados que se indica en la figura, las ecuaciones de los cilindros son х? + z? = r* e 
y + z? = r°. La sección determinada en el volumen que se trata de calcular, por un plano perpendicular al eje z, es 
un cuadrado de lado 2x = 2y = 24/r* — 2% y área 4(r? — z?). Por tanto, 


1673 


3 unidades de volumen 


У = 4| Ad = 


6. Hallar el volumen de un cono recto de altura h, cuya base es una elipse 
de eje mayor 2a y eje menor 2b. (Fig. 36-7.) 


La sección determinada en el cono por un plano paralelo a la base 
es una elipse de eje mayor 2x y eje menor 2у, 


De los triángulos semejantes de la figura, se deduce: 


РС РМ х hoz, 4, PD РМ , y _ h—z 
ОА ом“ gy o UE оро ОМ LU 
— 7) 
El área de la sección es лху = о =н Тмево 


nab [^ E 1 : 
ү = “уг | (h—-z)} dz = гр лайн unidades de volumen Fig. 36-7 
0 
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10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


VOLUMENES DE SOLIDOS DE SECCION CONOCIDA [CAP. 36 


Problemas propuestos 


Hallar е1 volumen de un sólido de base circular de 4 unidades de radio sabiendo que la sección determinada en él por 
un plano perpendicular a un diámetro fijo (eje x de la figura del Problema 1) es (a) un semicirculo, (5) тїп cuadrado, (c) 
un triángulo rectángulo isósceles con su hipotenusa en el plano de base. 

Sol. (a) 128л/3, (b) 1024/3, (c) 256/3 unidades de volumen. 


Hallar el volumen de un sólido de base elíptica de ejes mayor y menor iguales a 10 y 8, respectivamente, sabiendo que 
la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje mayor es un triángulo rectángulo con un cateto en el 
plano de la base. Sol. 640/3 unidades de volumen. 


Hallar el volumen de un sólido cuya base es e! área limitada por la parábola y? — 12x y su ordenada correspondiente 
al punto x — 3, sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje x de la parábola es un 
cuadrado, Sol. 216 unidades de volumen. 


Hallar el volumen de un sólido cuya base es el área del primer cuadrante limitada por la recta 4x + 5y = 20 y los 
ejes coordenados, sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje x es un semicírculo. 
Sol. 107/3 unidades de volumen. 


Hallar el volumen de un sólido cuya base es el círculo x? + y? = 16x, sabiendo que la sección determinada en él por 
un plano perpendicular al eje x es ип rectángulo de altura igual al doble de la distancia del origen al plano de la sección 
Sol. 10247 unidades de volumen. | 


Hallar el volumen del sólido engendrado рог un círculo cuyos extremos de un diámetro se apoyan en las parábolas 
y* + 8x = 64 e y? + 16x = 64, cuando se le desplaza paralelamente al plano xz. 
Sol. 2561/15 unidades de volumen. 4 


Hallar el volumen de un cono cuya base es el círculo y? + z? — 25у = 0, x = 0, y su vértice, el punto (a, 0, 0). 
Sol. rab? unidades de volumen. 


Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide y? + 42? = x y el plano x = 4. 
Sol. 4x unidades de volumen. 


Hallar el volumen de un barril cuyo perfil es el de un elipsoide de revolución, sabiendo que su altura es 6, el radio de 
la sección media es igual a 3 y el radio de las bases igual a 2. Sol. 44x unidades de volumen. 


Hallar el volumen de un sólido sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje x es un 
círculo cuyos extremos de un diámetro se apoyan en las parábolas y? — 9x y x? — 9y. 
Sol. 6 561л/280 unidades de volumen. i 


Hallar el volumen de un sólido sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje x es un cua- 
drado cuyos extremos de una diagonal están situados sobre las parábolas y? = 4х у х? = 4y. 
Sol. 144/35 unidades de volumen. 


En una esfera de 3 centímetros de radio se efectüa un taladro de 1 centímetro de radio, siendo el eje de éste uno de 
los diámetros de aquélla. Hallar el volumen de la esfera que resulta. Sol. 64x 2/3 cm?. 


Capitulo 37 


Centro деоте со 


Areas planas y sólidos de revolución 


LA MASA DE UN SOLIDO es una medida de la materia que contiene y su volumen es una medida del 
espacio que ocupa. Si la masa por unidad de volumen es la misma en todo el cuerpo se dice que 
éste es homogéneo o que tiene densidad constante. 


En mecánica se simplifican mucho los cálculos cuando se puede considerar a la masa del cuerpo 
concentrada en un punto que se denomina centro de masas. En un cuerpo homogéneo este punto 
coincide con el centro geométrico o centroide. Por ejemplo, el centro de masas de una pelota de 
goma homogénea coincide con el centro geométrico de la pelota considerada como una esfera. 


El centro geométrico de una hoja de papel rectangular estará situado entre las dos superficies 
en la mitad del espesor pero, en este caso, se puede considerar situado sobre una de las superficies 
en el punto de intersección de las diagonales. Así, pues, el centro de masas de una hoja delgada 
coincide con el centro geométrico de la hoja considerada como un área plana. 


En este Capítulo, y en el siguiente, nos limitaremos a considerar áreas planas y sólidos de re- 
volución. En capítulos posteriores trataremos de otros sólidos, arcos de curvas y cuerpos hete- 
rogéneos. 


EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) M; DE UN AREA PLANA con respecto a una recta L es 
el producto del área por la distancia de su centro geométrico a dicha recta. El momento de un área 
compuesta de otras varias con respecto a una recta es igual a la suma de los momentos de las 
áreas individuales con respecto a dicha recta. 


Para hallar el momento de un área plana con respecto a un eje coordenado se procede de la 
manera siguiente: 


(1) Se dibuja el área y se traza una franja representativa y su rectángulo genérico correspondiente. 


(2) Se efectúa el producto del área del rectángulo рог la distancia de su centro geométrico o сеп- 
troide al eje, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

(3 Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral (ver Problema 2) 
suponiendo que el número de rectángulos crece indefinidamente, 


Para un área plana А cuyo centro geométrico es el punto (2, 7) y cuyos momentos con respecto 
a los ejes x e y son Mx y My, respectivamente, se tiene: 


Аё = M, y Аў = М, 
(Ver Problemas 1-8.) 


EL MOMENTO (DE PRIMER ORDEN) DE UN SOLIDO de volumen V, engendrado en 1а rotación 
de un área plana alrededor de un eje coordenado, con respecto a un plano que pase por el origen 
y sea perpendicular a dicho eje, se halla de la manera siguiente: 


(1) Se dibuja el área y se traza una franja representativa y su rectángulo genérico. 


(2) Se efectúa el producto del volumen del disco o anillo, generado en la rotación del rectángulo 
con respecto al eje, por la distancia del centro geométrico del rectángulo al plano, y se es- 
cribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 
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(3) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de rectángulos crece indefinidamente. 


El centro geométrico (2, 7) está situado en el eje x si el área gira en torno a dicho eje. Llamando 
Муг al momento del sólido con respecto al plano que pasa por el origen y es perpendicular al eje x, 
se tiene 


И = My, 0-0 


Análogamente, si fa rotación del área tiene lugar en torno del eje y, el centro geométrico (2, 9) 
está situado en dicho eje. Llamando Mx: al momento del sólido con respecto al plano que pase 
por el origen y sea perpendicular al eje y, se tiene 


Vj = Ma, 2-0 
(Ver Problemas 9-12.) 


PRIMER TEOREMA DE PAPPUS. El volumen engendrado por un área plana en rotación alrededor 
de un eje de su plano que no la corte es igual al producto del área por la longitud de la trayectoria 
descrita por su centro geométrico. 

: (Ver Problemas 13-15.) 


Problemas resueltos 


1. Dada el área plana de la figura, hallar (a) su momento con respecto а los ejes 
coordenados у (5) las coordenadas de su centro geométrico (2, 7). 


(а) El área del rectángulo superior es 5 x 2 = 10 unidades, y su centro 
geométrico es el punto 4(2,5, 9). Análogamente, las áreas y centros de 
los otros rectángulos son: 12 unidades, Ва, 5); 2 unidades, C(2,5, 5); 
10 unidades, D(2,5, 1). 


Los momentos de los rectángulos con respecto al eje x son 10(9), 
12(5) у 101). Por tanto, el momento del área de la figura, con respecto 
al eje x, es 


M, = 10(9) + 12(5) + 2(5) + 10(1) = 170 
Análogamente, el momento del área de la figura con respecto al 
eje y es 
M, = 100,5) + 120) + 202,5) + 10(2,5) = 67 


(b) El área de la figura es А = 10 + 12 + 2 + 10 = 34. 
Luego 42 = М, 342 = 67 у 2 = 61/34, 
y AY = М,, 347 = 170 е ӯ = 5. 
El punto (67/34, 5) es el centro geométrico. 


Fig. 37-1 


2. Hallar el momento con respecto a los ejes coordenados del área plana del segundo cuadrante limitada por la curva 
х = у®—9, 


El área del rectángulo genérico де la figura es —x * Ду, su centro рео- 


métrico es (4x, y), y su momento con respecto al eje x vale y (—x* Ay). ` 
Por tanto, 


3 3 
M, = -[ y'xdy = -| у? — 9) ау = —- 
о 0 4 


Análogamente, el momento del rectángulo genérico con respecto al eje у 
es }х(—х · Ду). En consecuencia, 


1 р? 1 f? 
м, = -4f ew x АК = == Fig. 37-2 
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3. Hallar el centro geométrico del área del primer cuadrante limitada рог 


la parábola y — 4 — x*. 
El centro geométrico del rectángulo genérico es (x, фу). 


f» = f a = 10/3 


1 2 
2 f (4— х2): dx = 128/15 
0 


А 


М. 


M, 


2 

f iv'y dz 
(J 
2 

| x+y de 


Por tanto # = МА = 3/4, 9 = M¿[A = 8/5, y las coordenadas 
del centro geométrico son (3/4, 8/5). 


fames — 4 


4. Hallar el centro geométrico del área del primer cuadrante limitada por la Fig. 37-3 


parábola у = x? y la recta у = x. 
El centro geométrico del rectángulo genérico es (х, ИХ + ХЭ), 


А 


M. 


M, 


5. Determinar el centro geométrico del área limitada por las parábolas 
X = y! y х = —8y. 


El centro geométrico del rectángulo genérico es (х, H—a?/8 — ~ x 


А 


M. 


M, 


y el centro es (2, 9) = (9/5, —9/10). 


6. Hallar el centro geométrico del área limitada por la curva y — 2 sen 3x, 


= 1/6 


| (x — 25) dx 
S, 


0 
f gae ade = 1/15 
0 


ЈЕ xa — x?) ах 


Por tanto # = M,/A = 1/2, 9 = МА = 2/5, y las coordenadas del 
centro geométrico son (1/2, 2/5). 


(z, (2+ zn 
Pix, y) 


= 1/12 


desde x = 0 hasta x = 1/3. (Ver Fig. 37-6.) 
Empleando el rectángulo genérico de la figura cuyo centro geométrico es (х, фу), 


A 


M. 


|| 


T/3 
f y dx 


T/3 
| 5 3 
К 3 
т/3 
2f € sen 3x dx 
0 


m/s 
| r*y de 


2 | sen Зх — 32 cos за | = 


T/3 7/3 
f 2 sen 3x dx = ZI =$ 


3 


T/3 
2| sen? 3x dx 
0 


7/3 2 


o 


Fig. 37-6 


Las coordenadas del centro son (M,/A, М„/А) = (1/6, 1/4). 
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7. Hallar el centro geométrico del área del primer cuadrante de la hipocicloide x = а cos? 0, 
y = asen? 0. (Ver Fig. 37-7.) 


Por simetria, ¿=y. 


6-1/3 та 
А = f xdy = f а eos? 6 • 3a sen? ө cos е de 
3 NI 14 cos 20 
paa gl 2 
221 : зеп? 28 (115 ) йө 
– Заје _1 Пен РУПА зБ 
= sg" E g endo + ¿sen en = 8279 
#ё=т/з ту тіз Fig. 37-7 
М. = f ух йу = se f costo sento de = se | costa (1 — cos! в)? sene d$ 
0-0 0 o 
5 7 8 та 2 
= gas | $999 _ 26080 | cos'e . 24a 
5 7 9 ^ 315 


Por tanto, 9 = М,„/А = 256а/315л y las coordenadas del centro son (2564/315л, 256a/31571). 


8. Demostrar que el centro geométrico del área de un sector circular de " (r cos 6, r sen @) 


radio r y ángulo 20 está situado a una distancia 2 ын 9 del centro де! ZX ( ку - y + 

círculo. y cot 9), y) 
Situemos e] sector de forma que su centro geométrico esté situado Р(х,у) 

Sobre el eje x. Por simetría, la abscisa de dicho centro será igual a la del 2 


área situada por encima del eje x, limitada por la circunferencia y la recta 
у = x tag 0. Para este último sector: 


r sen б 
А = | (Vr! — y! — y coto) dy 
0 
= 1 з 1 1 y 15-21 Хий шад Fig. 37-8 
= 9 УУТ у + gr агсзеп = — су cot ө = 27? Е. 
0 


ғо D 1 r sen 6 | 
М, = f iver + ycote)Vr! —y* — y cote) dy = if (r? — y? — y? cot! в) dy 
9 


r men 8 
1 5, _ 1,3 _ Та с xr EI _ M, 2rseno 
i У gY cot! 9 = 47 50, y + = эч 39 


3 


9. Hallar el centro geométrico (£, 0) del sólido generado en la rotación del área del Problema 3 alrededor del eje x. 
Aplicando el método del disco al rectángulo genérico del Problema 3, 


V 


i y dx = 2 (4 — x°) ах = 2567/15, 


|| 
а 
Ж 
i 
ч, 
7 
ч 


Ми = jf х(4 — x!) ах = 327/3, y 2 = MV = 5/8 


10. Hallar el centro geométrico (0, 9) del sólido generado en la rotación del área del Problema 3 alrededor del eje y. 
Aplicando el método del anillo al rectángulo genérico del Problema 3, 


V 


2 +) 
2e f худх = 2r f х(4— а) ад = 82, 
o о 


Ма 


3 2 
24) dy ‘ху dx = Я! 2(4 — ж) ах = 322/3, је допдеў = M../V = 4/8 
9 o 


11. Hallar el centro geométrico (2, 0) del sólido generado en la rotación del área del Problema 4 alrededor del eje х. 
Aplicando el método del disco al rectángulo genérico del Problema 4, 


1 1 
= : f (2*—2%)dx = 2715, M, = -f x(x? — г‹) dæ = m/12, y #-= М,./У = 5/8. 
9 


9 
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12. Hallar el centro geométrico (0, 7) del sólido generado en la rotación del área del Problema 4 alrededor del eje у. 
Aplicando el método de! anillo al rectángulo genérico del Problema 4, 


У = Bí x(x — 23) ах = -/6, 
о 
1 
Ма = 2f Ис + 23) • x(x — т) de = т/12,де donde Y = М,ЈУ = 1/2 
° y 


13. Hallar el centro geométrico del área de un semicírculo de radio r. 
Tomando el semicírculo como en la figura, # = 0. 


El área del semicírculo es ілг?; el sólido generado en la rotación alrede- 
dor del eje x es una esfera de volumen */,zr?, y el centro geométrico (0, 9) 
del área describe una circunferencia de radio y. Aplicando el teorema de 
Pappus, fer? - 2лӯ = Yar? e 9 = 4r[3n. El centro geométrico es, pues, el 
punto (0, 41/37). 


Fig. 37-9 


14. Hallar el volumen del toro generado en la rotación del círculo x? + у? = 4 alrededor de la recta x = 3. (Fig. 37-10). 
El centro geométrico del círculo describe una circunferencia de radio 3. 
Por tanto, У = 4л(бл) = 2423 unidades de volumen. 


Fig. 37-10 Fig. 37-11 


15. Hallar el volumen generado en la rotación del rectángulo де la Fig. 37-11 alrededor de (1) la recta х = 9, (2) la recta 
= —5 y (3) la recta y = —x. 


(1) El centro (4, 3) del rectángulo describe una circunferencia de radio 5. Luego, У = 8(10л) = 807 unidades de vo- 
lumen. 


(2) El centro describe una circunferencia de radio 8. Luego, V = 8(16л) = 12877 unidades de volumen. 
(3) El centro describe una circunferencia de radio (4 + 3)/4/ 2. Luego, Y = 56*/ 2 л unidades de volumen. 


Problemas propuestos 


Calcular el centroide de las áreas dadas en los problemas 16-26. 


16. y= xt, y = 9 Sol. (0,27/5) 
17. у = 4х — х2, y = 0 Sol. (2, 8/5) 
18. y = 4х —x* у = х Sol. (3/2, 12/5) 
19. 313 = 4(3 — x) x = 0 Sol. (6/5, 0) 
20. x? = 8y, у= 0, x = 4 Sol. (3, 3/5) 


21. у = ха, 4y = x? Sol. (12/5, 192/35) 


CENTRO GEOMETRICO 


[CAP. 37 


x! — Ву + 4 = 0, x? = dy, primer cuadrante. Sol. (3/4, 2/5) 

Area del primer cuadrante de x? + y? = а?. Sol. (дајЗл, 4а/3л) 

Area del primer cuadrante de 9x? + 16у? = 144, Sol. (16/3л, 4/70) 

Lazo derecho de у? = x'(1 — x3). Sol. (32/157, 0) 

Primer arco de x = 0 —sen 6, у = 1 — cos 6. Sol. (л, 5/6) 

Demostrar que la distancia де! centro geométrico de un triángulo a la base es 1/3 de 1а altura. 


Hallar el centro geométrico del sólido generado en la rotación de las áreas planas dadas alrededor de 


los 
28. 
29. 
30. 
31. 
3. 
33. 
34. 
35. 
· 36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


41. 


42. 


8 


ejes indicados en los Problemas 28-38. 
у=х,у=9 x = 0; eje y 
y=x,y=9x=0; eje x 

у =4x— x, у = x; eje x 

у = 4х — x?, у = x; eje у 

х"— у? = 16, у = 0, x = 8; eje x 

x? — у = 16, y = 0, х = 8; eje у 

(х — 2)у? = 4, у = 0, x = 3, x = 5; eje x 


xy = 164 — у), x = 0, y = 0, x = 4; eje y 


Area del primer cuadrante limitada рог у: = 12x у la ordenada en x = 3; еје х 


Area del Problema 36; eje y 
Area del Problema 36; directriz. 
Demostrar el teorema de Pappus de este capítulo. 


Aplicando el teorema de Pappus, hallar: 


(a) el volumen de un cono recto circular de altura a y radio de la base b. 


Sol. 


Sol. 
Sol. 
Sol. 
Sol. 
Sol, 
Sol. 
Sol, 
Sol. 
Sol. 
Sal. 


=6 

= 5/4 

= 27/16 
= 27/10 
= 27/4 

= 3 3/2 
= (2 + 21n 3)/(n 3) 
= 1/(n 2) 
=2 

= 5/2 

= 75/32 


(b) el volumen del sólido obtenido al girar la elipse 4(x — 6): + 9(y — 5)# = 36 alrededor del eje х. 


Sol. (a) $zab* u.v. (b) 607% u.v. 


Dada el área A, limitada por y = —x*—3x + 6 y x+y—3=0, 
hallar (a) su centro geométrico, (5) el volumen generado en la rotación 
de А alrededor de la recta dada. 


; 1+ 3-3 25672 
1. - b) 27( ————— |.А = 
Sol. (a) (-1, 28/5), (b) 2 ( Js ) А 15 л cen. vol. 


Dado el volumen generado en la rotación del área А (rayada en la 
Fig. 37-12) alrededor de la recta L, obtener: 


а? +9 – 27 

v = ЕВА Е МЕИ ВА 
( Уа + 1 ) Vdil ` | ! 
т 


f (yc — v, de 


Ма? +1 . 
Aplicando la fórmula del Problema 42, obtener el volumen generado 
en ia rotación del área alrededor de la recta. 

(а) у = —x* —3x + 6x + у — 3 = 0 
(0) у =2x, 2х —у + 4 = 0 
Sol. (a) Ver Problema 41, (b) 1624/ 5 2/25 un. vol. 


Capitulo 38 


Momentos de Inercia 


Areas planas y sólidos de revolución 


EL MOMENTO DE INERCIA 7; DE UN AREA PLANA 4A con respecto a una recta L situada en su 
plano se halla de la forma siguiente: 


(1) 
(2) 
(3) 


Se dibuja el área, trazando una franja representativa paralela a la recta y su rectángulo ре- 
nérico correspondiente. 

Se calcula el producto del área del rectángulo por el cuadrado de 1а distancia de su centro 
geométrico a la recta, y se escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
nümero de rectángulos crece indefinidamente. (Ver Problemas 1-4.) 


EL MOMENTO DE INERCIA 7; DE UN SOLIDO de volumen У, generado en la rotación de un área 
plana alrededor de una recta L de su plano con respecto a esta recta (eje del sólido), se halla de la 
forma siguiente: 


0) 


(3) 


Se dibuja el área, trazando una franja representativa paralela al eje y su rectángulo genérico 
correspondiente. 

Se calcula el producto del volumen generado en la rotación del rectángulo alrededor del eje 
(anillo) por el cuadrado de la distancia del centro geométrico del rectángulo a dicho eje, y se 
escribe la suma correspondiente a todos los rectángulos. 

Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental de cálculo integral suponiendo que el 
nümero de rectángulos crece indefinidamente. (Ver Problemas 5-8.) 


RADIO DE GIRO. El nümero positivo R definido por la relación / — AR? en el caso de un área plana A, 
y por ЈГ, = VR? еп el caso de un sólido de revolución, recibe el nombre de radio de giro del área 
o volumen, respectivamente, con respecto а L. 


TEOREMA DE STEINER. El momento de inercia de un área, arco, o volumen, con respecto a un eje 
cualquiera es igual al momento de inercia con respecto a un eje paralelo a 6) que pase por el centro 
geométrico más el producto del área, longitud del arco, o volumen, por el cuadrado de la distan- 


cia entre dichos ejes. (Ver Problemas 9-10.) 


1. Hallar e| momento de inercia de un área rectangular А de dimensiones a y 5 
con respecto a un lado. 
Consideremos el área como se representa en la figura, y supongamos que 
el lado en cuestión es el eje y. 
El área del rectángulo genérico es = b Ах, y su centro geométrico está 
situado en (x, 45). Por tanto, su movimiento vale x?b Ах. En consecuencia, 


Problemas resueltos 


20135 22125 (222 20200122 
n = f ева = oÊ) = К = yde 


Así, pues, el momento de inercia de un área rectangular con respecto a 
uno de sus lados es igual a del producto del área por el cuadrado de la lon- 1 
gitud del otro lado. Fig. 38-1 


189 


190 


2. 


3. 


4. 
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Hallar el momento de inercia, con respecto al eje у, del área plana limitada por la parábola y = 9 — x? y el eje x. 
Primera solución. . Para el rectángulo genérico de la Fig. 38-2, tenemos, А = у · Ах, y cl centro geométrico está 


еп (x, Ху), Luego, : 
^3 
ћу PE | x'ydx = 2 | (927 — x*)dr = sa 
o 


-3 


Р(х,у) 


Fig. 38-2 Fig. 38-3 


Segunda solución. El área del rectángulo genérico de la Fig. 38-3 es x * Ду, siendo x la dimensión perpendicular 
al eje y. Por tanto (ver Problema 1), el momento elemental vale Их Лу)х?. Así pues, teniendo en cuenta la simetría 
de la figura, 


1 „9 2 „9 
= .- 3 = — 9 — | ga d E ead 
1, 2 а 1 х* ду 3 1 (9 — у)" dy 


9 9 
Luego 4 — 2 | хау = | уз — y dy = 36, 1, = 324/5 = AR? y el radio де giro es R = 3/4/5. 
й a 0 


Hallar el momento de inercia, con respecto al eje y, del área limitada por la parábola x? = 4y y la recta у = x (vet 
Fig. 38-4). 


Considerando el rectángulo genérico de la Fig. 38-4, de área (x — 1x?) Ах y cuyo centro geométrico está en 
[x, (х + 1x?)], tendremos, 


4 
e I — | iaa = = = Z-A 


Fig. 38-4 Fig. 38-5 


Hallar el momento de inercia, con respecto а сада uno de los ejes coordenados, del área limitada por la curva у = sen x 
desde x = 0 hasta x = л. (Ver Fig. 38-5.) 


т т 
А = f оаа = - cos z | 2002 


9 
T 


T aT ч 
Te Џ e senx dr = 21 senta dx = TE T gos] = 4 = ЗА 
т TE 1 
Т = | 2? seng de = Е cos x + 2x sen x — ж? cos ‚| = (z—4) = 27 — 4)А 

0 
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5. 


7. 


Hallar el momento de inercia de un cilindro circular recto de altura b y radio de la base a. (Ver Fig. 38-6.) 


Consideremos que el cilindro se genera en la rotación, alrededor del eje у, de un rectángulo de dimensiones a y b, 
como se representa en la figura. El centro geométrico del rectángulo genérico es (x, 45), y el volumen del anillo gene- 
rado en dicha rotación alrededor del eje y es, ДИ == 2лЬх · Ax. Por tanto, como V = nba, 


= 2 | z'brdz = твай = (8436 = Væ 
° 


Asl, pues, el momento de inercia de un cilindro circular recto con respecto a su eje es igual a la mitad de su volu- 
men multiplicado por el cuadrado de su radio. 


(2+ 2), у) 


Fig. 38-6 Fig. 38-7 Fig. 38-8 


Hallar el momento de inercia con respecto a su eje, del sólido generado al girar en la rotación alrededor del eje x, de 
área del primer cuadrante limitada рог la parábola уз = 8x, el eje x y la recta x = 2. 


Primera solución, El centro geométrico del rectángulo genérico (Fig. 38-7) es [Hx + 2), у], y el volumen generado 
en la rotación del rectángulo alrededor del eje x es 2лу(2 — x) Ду = 2лу(2 — уу8) Ay. Por tanto, 


4 4 
У = 2r f y(2—/8)dy = 1l6r е І. = ге | y'*y(2-y'/8dy = ут = Y 


Segunda solución. El volumen generado (Fig. 38-8) еп la rotación del rectángulo genérico con respecto а! eje x 
es лу! Ах, y teniendo en cuenta el resultado del Problema 5, su momento de inercia con respecto al eje x vale 
iy (ny? Ax) = doy! Ax. Por tanto, 


2 2 
Vou «f y dr = 87 | хах = lôr 


0 0 
3 3 ^ 
256 16 
e 12:06:55 тај, y dx = зэ | зак = a а У 


9 9 


Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del sólido generado en la rotación del área del Problema 6 con 
respecto al eje y (Fig. 38-8). 


El volumen generado en la rotación del rectángulo genérico con respecto al eje y es 2zxy Дх. Por consiguiente, 


2 2 
У = 2r f xy dx = КД] dr = 2. 
2 0 5 9 
є = 2; f zte хийх = i£, | а = e, = 20у 
P 0 


Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del volumen de la esfera generada por un círculo de radio r alrededor 
de un diámetro fijo. | 

Tomemos el círculo con el diámetro fijo según el eje x, como se representa en la figura. Aplicando el método del 
anillo, 


192 


9. 


10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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T 


2x*y dy 
47 | ут — y! dy 
° 


Haciendo у = r sen z, tendremos 4/r* — y? = r cos z, dy = F cos 2 dz. 


Para pasar de los límites de integración de у a Jos correspondientes 
de z, tendremos: para y -- 0, 0 — rsen z, 0 — sen z, luego, z — 0; para 
y =r,r=rsenz, 1 = ѕеп 2, luego, 2 = фл. Por tanto: 


ті? 
ien f sen?z costz dz = aer f 


° ° 


У 2r f 


0 


е Y 
Ta — “| у? ° xy dy 
0 


Fig. 38-9 


T/2 


(1 — cos? 2) cos? 2 sen 2 dz 


I. f mr 


Hallar el momento de inercia del área de un círculo де radio г con res- 
pecto a una recta situada a s unidades de su centro. 


Tomando el centro del círculo como origen, calculemos en primer 
lugar el momento de inercia del círculo con respecto al diámetro paralelo 
a la recta dada: 


т r 

1, = af y x ду = af yvr'—y ду = {тт = IrA 
9 0 

De donde L = L+A:* = (17 +8)А 


Fig. 38-10 


El momento, de inercia con rospoelo à ди 416, 421 261140 monarado en la rotación ас uu arce 06 ш curva y — asn йт 
alrededor del eie x es 2, = 77/16 = 3Vj8. Hallar el momento de inercia del sólido con respecto a la recta y = 2. 


1-: d.t ЖУ = 3V/8 + 4V 35 V/B 


Problemas propuestos 


Hallar el momento de inercia del área plana dada con respecto a la recta indicada: 


(a) у=4— х, х= 0, у =0; eje x, eje y 
(b у=8х, y =0, x = 1; eje x, eje y 
(c) x? + y? = a*; un diámetro 


Sol. 1284/35, 44/5 
Sol. 128A/15, 24/3 
Sol. a^Aj4 


Sol. 44/5, 34/7 


(d) y = 4х, x = 1; eje x, eje у 
Sol. А, 94/4 


(e) 4x* + 95? = 36; eje x, eje у 


Teniendo en cuenta ios resultados del Problema 11 y el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia del área 
dada con respecto a la recta que se indica. 

=0;х=4 (bxi-y 
(b) 5а%4/4 (о) 104/7 


(с) у? = 4х, х= 1; х =1 


(а) у = 4 — х?; а?; una tangente 


Sol. (a) 844/5 


Hallar el momento de inercia, con respecto a su eje, del sólido generado en la rotación del área plana dada alrededor 
de la recta que se indica: 

(с) 4x? + ду: = 36; eje x, eje y 

d) #+у*#=4;у=Ь,Ь>а 
(с) 8V/5, 187/5 (d) (63 + 3a9V 


(а) y = 4х — х?, y = 0; eje x, eje y 
(b) у? = 8x, x = 2; eje x, eje y 
Sol. (a) 128V/21, 32V[5 (Б) 16V/3, 20V/9 


Aplicando el teorema de Steiner, obtener el momento de inercia de (a) una esfera de radio r con respecto a una tan- 
gente a ella, (b) un cilindro circular recto con respecto a una de sus generatrices, 
Sol. (a) Tr VIS, (b) 3 V72, 


Demostrar que el momento de inercia de un área plana con respecto a una recta L perpendicular a su plano (o con 
respecto al pie de esta perpendicular) es igual a la suma de los momentos de inercia con respecto a dos rectas cuales- 
quiera perpendiculares entre sí, situadas en el plano y que pasen por el pie de Г. 


Hallar el momento de inercia polar 1, (momento de inercia con respecto al origen) del: (a) triángulo limitado por 
у = 2x, y = 0, x = 4, (b) círculo de radio r con su centro en el origen, (c) círculo x? — 2rx + y? = 0, (d) área limi- 
{ада por la recta y = x y la parábola y? = 2x. 


Sol. (0) h = 1, + 1, = 564/3, (b) за, (© 3024/2, (d) 724/35. 


PRESION = fuerza por unidad де superficie = -- 


FUERZA SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA SUMERGIDA 


2. 


Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras del rectángulo sumergido 
en agua que indica la Fig. 39-3. 


debajo de la superficie libre. 


Capitulo 39 


Presión de los fluidos 


fuerza que actúa perpendicularmente a una superficie 
área sobre la que se distribuye la fuerza m 


La presión p ejercida sobre una superficie horizontal de área А debida al peso de una columna 
de fluido de altura ^ es p — yh, siendo y el peso específico del fluido o peso por unidad de volumen. 
La fuerza ejercida sobre esta superficie es: presión x área de la superficie = yhA. 


La presión ejercida por un fluido en un punto cualquiera de su interior es igual en todas las di- 
recciones. 


Superficie libre del liquido 


EN UN FLUIDO. La Fig. 39-1 representa una superficie 
plana sumergida verticalmente en un líquido de peso espe- 
cífico y. Tomemos los ejes coordenados de forma que la su- 
perficie esté en el plano xy, con el eje x en la superficie libre 
del líquido y el sentido positivo del eje y hacia arriba. Divi- 
damos el área en franjas (siempre paralelas a la superficie 
libre del líquido) y aproximemos cada una de ellas a un rec- 
tángulo (como se hizo en el Capítulo 34). 


Si llamamos Л a la profundidad del lado superior del 
rectángulo genérico de la figura, la fuerza ejercida sobre este 
rectángulo, de altura Axy y base xx=8g(y;) es y * y,* (v) ‘Аку, 
siendo y, un valor де y comprendido entre h y h + Aky. 


+ (Xs, Vi) 


La fuerza total sobre la superficie plana es, según el teorema Fig. 39-1 
de Bliss, 
А 4 а 
F = lim узи обм) ду = » f y gy) dy = у f ух ду 


La fuerza ejercida sobre una superficie plana sumergida verticalmente en un líquido es igual 
al producto del peso específico del líquido por el área sumergida y por la distancia a la superficie 
libre del líquido del centro geométrico del área sumergida. Esto, más que una fórmula, es un enun- 
стадо que se deberá utilizar en el planteamiento de la integral correspondiente en cada caso. 


Problemas resueltos 


Superficie libre dcl agua 


Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras de un rectángulo sumer- 
gido en agua, como indica la Fig. 39-2. El peso específico del agua es 
1 000 kilopondios por metro cúbico. 


El área sumergida es 0,5 х 2 = 1 тї, у su centro geométrico está Fig. 39-2 


0,25 m por debajo de la superficie libre. Por tanto, 


Е = peso específico x área x profundidad del centroide 
= 1 000 kp/m? x 1 m? x 0,25 m = 250 kp 


Superficie libre del agua 


El área sumergida es де 9 mi, y su centro geométrico está 0,5 m por 
F = 1000 kp/m* x 9 т? x 0,5 т — 4500 kp Fig. 39-3 
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Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras del triángulo representado en la Fig. 39-4, siendo la unidad de longi- 
tud el metro, y el peso específico del liquido 800 kilopondios por metro cúbico. 


Primera solución. El área sumergida está limitada por las rectas x = 0, у = 2 y 3x + 2y = 10. Ба fuerza ejer- 


10— 2 
cida sobre el rectángulo genérico de área x * Ду y profundidad yesy * y * x * Ду = yy (^ 3 2) Ay. Por tanto, 


5 [10—2y 
F= A ГЭ D = Фу = 7200kp 


Segunda solución. El área sumergida es 3 т? y su centro geométrico está 2 + ИЗ) = 3 m por debajo de la super- 
ficie libre де! liquido. Por tanto, F = 800 x 3 x 3 = 7 200 kp. 


O Superficie libre del liquido д Superficie libre del agua х 


Fig. 39-4 Fig. 39-5 


Una superficie triangular, de lados 5, 5, y 8 metros, está sumergida verticalmente en agua con su lado mayor horizon- 
tal, como representa la Fig. 39-5, situado 3 metros por debajo de la superficie libre. Hallar la fuerza ejercida sobre 
una de las caras de la superficie. 


. Primera solución. Eligiendo los ejes que se indican en la figura, se observa que la fuerza pedida es el doble de la 
ejercida sobre el área limitada рог las rectas у = 3, х = 0 y 3x + 4y = 24. El área del triángulo genérico es x * Ду, 
y la profundidad de su centro geométrico es y. Por consiguiente, AF = уух · Ду = yy(8 — 4y[3) Ду, y 


в 
Е = 2у | y8 — у) dy = 48у = 48000 kp 


Segunda solución, El área sumergida vale 12 m*, y su centro geométrico está 3 + (3) = 4 m por debajo de la 
superficie libre. Por tanto, F = 1 000(12) (4) = 4 800 kp. 


Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo de un recipiente de forma : е 
semicircular де 2 metros de radio cuando está lleno de un líquido Зараа саа E 
de peso específico 900 kilopondios por metro cübico. 


Eligiendo los ejes coordenados que se indican en la Fig, 39-6, 
la fuerza ejercida sobre el rectángulo genérico es уух' Ду 


= уу\/4 — y * Ay. Por tanto, 


x 


2 
F=2 | УМ уй ду = 15 у = 4800 кр 
0 


Una superficie plana, cuya forma es la de un segmento parabólico 
de 12 metros de base y 4 metros de altura, está sumergida en el 
agua de manera que su base se encuentra en la superficie libre del 
líquido. Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras de la su- 
perficie. 


Elegido un sistema de coordenadas como indica la Fig. 39-7, 
la ecuación de la parábola es x* = 9y. El área del rectángulo ge- 
nérico es 2x * Ду, y la profundidad de su centro geométricoes 4 — у. 
Por tanto, 


AF = 2y(4 — y)x" Ду = 2у4 — ) 3 МУ Ay 


4 256 
yF- 6r] 6— Муф = 258.» = 51 000 kp 


Fig. 39-7 
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7. 


9. 


10 


« 


п. 


12 


13. 


14. 


Hallar la fuerza ejercida sobre la superficie de Proble- y 
ma 6, cuando esta se encuentra parcialmente sumergida 
en un líquido de peso específico 800 kilopondios por 
metro cúbico, de manera que su eje es paralelo a la super- 
ficie libre y situado 3 metros por debajo de ella. 


Eligiendo los ejes coordenados que se indican en 
la Fig. 39-8, la ecuación de la parábola es y? = 9x. 


El área del rectángulo genérico es (4 — x)4y, la 
profundidad de su centro geométrico es 3— y, y la 
fuerza ejercida sobre él vale 


ДЕ = у(3 — у)(4 — x)dy = у(3 — у)(4 — у19)4у 


(4, —6) 


3 у 
Por tanto, F = 106 (3 — у) ^ -$] dy 


= у = 101090 kp 


Fig. 39-8 


Problemas propuestos 


Una superficie rectangular de 6 x 8 metros está sumergida verticalmente en un líquido de peso específico у (kilopondios 
por metro cübico). Hallar la fuerza ejercida sobre una de las caras: 

(а) Si el lado más pequeño está situado en la superficie libre. 

(b) Si el lado más pequeño es el más próximo a la superficie libre y está situado 2 metros por debajo de ella. 

(с) Si el lado mayor está situado en la superficie libre. 

(d) Sila superficie se mantiene, por medio de una cuerda atada a un vértice, 2 metros por debajo de la superficie libre, 
Sol. (а) 192y kp, (b) 288y kp, (с) 144» kp, (d) 336y kp. 


Зирошепдо el eje x horizontal y el eje y vertical, con el sentido positivo hacia abajo, hallar [a fuerza ejercida sobre 
una cara de cada una de las superficies siguientes, suponiendo que las dimensiones se expresan en metros y que el peso 
específico del fluido es у (kilopondios por metro cübico), 


(а) у = х?, y = 4; superficie del fluido en у = 0. Sol, 128y/5 kp 

(b) у = x?, y = 4; superficie del Ашдо en у = —2. Sol. 704y/15 kp 

(с) у= 4 — x*, y = 0; superficie del fluido en y = 0. Sol. 256y/15 kp 
(d) y = 4 — x*, y = 0; superficie del fluido en y = —3. Sol. 736у/15 kp 
(е) y = 4 — x, у = 2; superficie del fluido en y = —1. Sol. 1524/2y/15 kp 


Un recipiente de sección trapezoidal, tiene 2 metros de base inferior, 4 metros de base superior y 3 metros de altura. 
Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo (a) cuando está lleno de agua, (5) cuando contiene 2 metros de agua. 
Sol. (а) 1 200 kp, (5) 4 900 kp. 


Una superficie plana circular de 2 metros de radio está sumergida verticalmente en un líquido (у kilopondios por metro 
cübico) de forma que su centro queda 4 metros por debajo de la superficie libre. Hallar la fuerza ejercida sobre la mitad 
inferior y sobre là mitad superior de la superficie en cuestión. Sol. (8л + 16/3)y kp, (81 — 16/3)y kp. 


Un depósito cilíndrico apoyado sobre una de sus generatrices, de 6 metros de radio, contiene un aceite de peso espe- 
сібсо y (kilopondios por metro cúbico) con una profundidad de 9 metros. Hallar la fuerza ejercida sobre cada una de 


las bases. Sol. (72л + 81А ЗУ kp. 
Se llama centro de presión de una superficie (Fig. 39-1) sumergida en un fluido, a un punto (2, ў), en el que se debe 


aplicar una fuerza F para que produzca el mismo momento, con respecto a un eje cualquiera horizontal (vertical), que 
las fuerzas aplicadas sobre ella. 


4 d 
(а) Demostrar que Её = фу | yx! dy y Fj = у [ yx dy 
| с с 


(b) Demostrar que la profundidad del centro de presión es igual al momento de inercia de la superficie dividido por el 
momento del área de la misma, ambos con respecto a una recta situada en la superficie libre del líquido. 


Teniendo en cuenta el apartado (5) del Problema 13, hallar la profundidad del centro de presión con respecto a la super- 
ficie libre del líquido en el (a) Problema 5, (b) Problema 6, (c) Problema 7, (d) Problema 9(a), (e) Problema 90). 


Sol. (a) Зл/8, (b) 16/7, (c) 126/25, (d) 20/7, (e) 358/77. 


Capitulo 40 


Trabajo mecánico 


FUERZA CONSTANTE. El trabajo W realizado por una fuerza constante F a lo largo de un espacio 5, 
en línea recta, es F- s unidades. 


FUERZA VARIABLE. Consideremos una fuerza que varíe constantemente a lo largo de un espacio 
rectilíneo. Llamando x a la distancia del punto de aplicación de la fuerza a un punto fijo de la recta, 
la fuerza vendrá dada por una función, F(x), de x. 


о d Акт РА 
Fig. 40-1 


Para hallar el trabajo realizado cuando el punto de aplicación se desplaza desde x = a hasta 

х = b, 

(a) Se divide el intervalo а < x < b en n subintervalos de longitud Axx y sea xx un punto cual- 
quiera del k-ésimo subintervalo. 

(b) Se supone que durante el desplazamiento a lo largo del k-ésimo subintervalo la fuerza es 
constante e igual a F(xx); el trabajo realizado es igual a F(xi)4xx, y el trabajo total debido al 
conjunto de las и fuerzas, vendrá dado por 


> F(xx) Акт, 


(c) Se aplica la regla de Barrow o teorema fundamental del cálculo integral suponiendo que el 
número de subintervalos crece indefinidamente de manera que 4,х— 0; en estas condi- 
ciones tendremos 

n b 
W = lim У F(x)Aux = | F(x)dx 


no k=l 


Problemas resueltos 


1. Entre ciertos límites, la fuerza necesaria para estirar (comprimir) un resorte es proporcional al alargamiento (acorta- 
miento), en donde la constante de proporcionalidad se denomina constante de rigidez del resorte. Suponiendo que para 
producir en un resorte, cuya longitud natural es de 10 centímetros, un alargamiento de 2,5 milímetros se necesita aplicar 
una fuerza de 25 kilopondios, calcular el trabajo realizado para alargarlo desde 11 a 22 centímetros. 

Sea x el alargamiento: en estas condiciones, F(x) = kx. 
Para x = 1, F(x) = 25; luego 25 = łk, k = 100, y F(x) = 100x. 
El trabajo correspondiente a un alargamiento Дх es 100x · Ax, y el trabajo pedido será 


2 
W =f 100x dx = 150 kp. cm 
1 


2. La constante de rigidez de un resorte vale 400 000 kilopondios por metro. Hallar el trabajo necesario para compri- 
mirlo 1 centímetro. Е 
Sea x el desplazamiento, en metros, del extremo libre del muelle, En estas condiciones, F(x) = 400 000x y el trabajo 
correspondiente al desplazamiento Ах vale 400 000x * Ax. Por consiguiente, 
1/100 


w-f 400 000x dx — 20 kpm 
0 
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3. 


4. 


5, 


6. 


De un tambor cilíndrico se han desenrollado 50 metros de un cable que pesa 3 kilopondios рог metro. Hallar el trabajo 
realizado por la fuerza de la gravedad para desenrollar 250 metros más. 


Sea x — longitud desenrollada en un instante dado. Entonces, F(x) — 3x y 


300 
ж= | Зх dx = 131 250 kpm 
50 


Un cable де 100 metros y 5 kilopondios por metro de peso, está unido a un cuerpo de 500 kilopondios. Hallar el trabajo 
realizado al enrollar 80 metros de cable sobre un tambor. 


Sea x la longitud de cable que se ha enrollado en el tambor. 


, El peso total (cable y cuerpo) es 500 + 5(100 — х) = 1 000 — 5x, y el trabajo realizado para elevar el cuerpo una 
distancia Ах es (1 000 — 5x) Ах. Por tanto, el trabajo pedido será: 


5 80 
и = | (1 000 — 5x) dx = 64 000 kpm 
0 


Un depósito cilíndrico circular, de 2 metros de radio y 8 metros de altura, está lleno de agua. Hallar el trabajo realizado 
al bombear todo e] agua hasta la base superior del depósito. El peso especifico » del agua iguai a 1 000 kilopondios 
por metro cübico. 


ly 


+ 


Fig. 40-2 Fig. 40-3 


Primera solución. Supongamos (Fig. 40-2) que el agua es impulsada por medio de un pistón que empuja al agua 
desde el fondo del depósito, En la figura, se representa al pistón situado a una distancia y metros del fondo. La fuerza 
necesaria para elevar el agua es igual al peso del agua que gravita sobre el pistón, es decir, F(y) = zr*y(8 — у) = Алу(в—у) 
con lo que el trabajo correspondiente a un desplazamiento Ay del pistón será Алу(8в — у) * Ay. El trabajo necesario para 
vaciar el depósito es, en consecuencia, 


8 
W = Алу | (8 — у) ду = 128 ny =128л(1 000) = 128 0007 kpm 
0 


Segunda solución. Imaginamos (Fig. 40-3) que el agua del depósito se divide en л discos de espesor Лу; para vaciar 
el depósito, habrá que elevar cada uno de estos discos hasta la base superior. El trabajo necesario para elevar el disco 
genérico de la figura, situado a una distancia y de la superficie libre y cuyo peso es de 4лу * Ду, es igual a 4луу · Ду, 
Teniendo en cuenta el teorema fundamental, cuando el número de discos crece indefinidamente, 


8 
W = 4лу | y dy = 128лу = 128 0001 kpm 
0 


La dilatación del gas contenido en un depósito cilindrico desplaza un émbolo de forma que el volumen del gas aumenta 
de 15 a 25 centímetros cúbicos. Suponiendo que la relación entre la presión (p kilopondios por centímetro cuadrado) 
y el volumen (v centímetros cúbicos) viene dada por pv'* = 60, hallar el trabajo realizado en la expansión. 


Sea A el área de la sección del citindro; en estas condiciones, la fuerza ejercida por el gas es pA. Un aumento de 
volumen Лу supone una elevación del pistón de Av/A, y el trabajo correspondiente a este desplazamiento es 


60 
pA* граж Ду Luego, 


25 1 1 
w= | — = — e| = — 150 (арыз) = 9390 оп 
" 259477 1504 
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10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16, 


17. 


18. 


19. 
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Un depósito cónico (Fig. 40-4) cuya base tiene un diámetro 
de 4 metros y cuya altura mide 5 metros, contiene un líquido de 
peso específico » kilopondios por metro cübico. Sabiendo que 
la profundidad del liquido del depósito es de 3 metros, hallar el 
trabajo necesario para bombear todo el líquido hasta una altura 
de 1 metro por encima de la parte superior del depósito. 


Consideremos un disco genérico cuyo radio sea x, de es- 
pesor Ду y distante del fondo del depósito y. El peso de este 
disco será лух? * Ду, y el trabajo necesario рага elevarlo hasta 
la altura indicada será лух 6--у) Ay. 


De los triángulos semejantes, x/y = 2/5 6 x = 2/5у. 
Luego 


3 
Ww = э ЛУ | У46 — y) ду = 5,4лу kpm 
0 


Problemas propuestos 


Sabiendo que para producir un alargamiento de 1 centímetro en un resorte de 12 centímetros de longitud natural hay 
que aplicar una fuerza de 80 kilopondios, calcular el trabajo necesario para alargarlo (a) desde 12 a 15 centímetros, 
(5) desde 15 a 16 centímetros. Sol. (a) 360 kp cm, (5) 280 kp. ст. 


Dos partículas se repelen mutuamente con una fuerza inversamente proporciona! a la distancia que las separa. Supo- 
niendo que una de ellas permanece fija en un punto del eje x a 2 unidades a la derecha del origen, hallar el trabajo 
necesario para desplazar a la otra desde un punto situado 3 unidades a la izquierda del origen hasta el origen. 

Sol. 3k/10. 


La fuerza con que la tierra atrae a un cuerpo de peso y kitopondios situado a una distancia s kilómetros de su centro 
es igual a F = (4 000)?)/2,25*. Suponiendo que el radio de la tierra es de 6 400 kilómetros, hallar el trabajo realizado 
contra la fuerza de la gravedad para mover un cuerpo de 1 kilopondio desde la superficie de la tierra hasta un 
punto situado a 1 000 kilómetros de dicha superficie. Sol. 15,4 x 10? kpm. , 


Hallar el trabajo realizado contra la fuerza de la gravedad para elevar un cohete de 8 toneladas métricas de peso hasta 
una altura de 200 kilómetros sobre la superficie terrestre. Sol. 34,5 x 10% kpm. 


Hallar el trabajo realizado en una mina al elevar 500 kilopondios de cal una altura de 500 metros por medio de un cable 
que pesa 3 kilopondios por metro. Sol. 6,25 x 10° kpm. 


Un depósito tiene una base cuadrada de 3 metros de lado y una altura de 2 metros. Hallar el trabajo realizado para 
vaciarlo por su parte superior (a) si está totalmente lleno de agua, (5) si el agua ocupa las 3/4 partes del depósito. 
Sol. (a) 18 000 kpm, (6) 16 875 kpm. 


Un depósito semiesférico de 1 metro de radio está totalmente lleno de agua. Hallar (a) el trabajo necesario para bombear 
el agua por la parte superior del depósito, (^) para vaciarlo a través de un tubo situado a una altura de 60 centímetros 
con respecto a dicha parte superior. Sol. (a) 786 kpm, (b) 2 040 kpm. 


Hallar el trabajo necesario para llenar un depósito cilíndrico de 3 metros de radio y 10 metros de altura de un líquido 
de peso específico » kilopondios por metro cübico a través de un orificio practicado en su fondo. Idem, suponiendo que 
el depósito está horizontal. Sol. 450xy kpm, 270лу kpm. 


Demostrar que el trabajo necesario para bombear el agua de un depósito a través de su parte superior es igual al nece- 
sario para elevar su contenido desde el centro geométrico del líquido hasta el orificio de salida. 


Un peso de 100 kilopondios se arrastra hacia arriba por un plano inclinado de 20 metros de longitud que forma un 
ángulo de 30° con la horizontal. Sabiendo que la fuerza de rozamiento que se opone al movimiento es 4 N, siendo 


u = 1/43 el coeficiente de rozamiento y N = 100 cos 30? la fuerza normal entre el peso у la rampa, hallar el trabajo 
realizado. Sol. 2 000 kpm. 


Resolver el Problema-17 suponiendo que el ángulo de inclinación de la rampa es de 45” y que el coeficiente de roza- 
miento vale u = 1/4/2. Sol. 1 000(1 + 4/2) kpm. 


Un cilindro contiene un volumen de aire sobre el que se apoya un émbolo. Sabiendo que cuando la presión es de 20 kilo- 
pondios por metro cuadrado el volumen és de 100 metros cúbicos, hallar el trabajo realizado por el émbolo para com- 
primir el aire hasta 2 metros cúbicos (а) suponiendo pv == constante, (Б) suponiendo руї4 = constante. 

Sol. (a) 7 824 kpm, (b) 18 910 kpm. 


Capitulo 41 


Longitud de un arco 


LA LONGITUD DE UN ARCO АВ de una curva es, y 
por definición, el límite de la suma de las longitudes 
de las distintas cuerdas AP,, P,P,, ..., Р„-уВ, que 
unen los distintos puntos del arco, cuando el nú- 
mero de estos crece indefinidamente, de manera 
que la longitud de cada una de las cuerdas tiende 
a cero. 


Sean А(а, c) y B(b, d) dos puntos de una curva 
y — f(x), con f(x) y su derivada, f'(x), continua en 
el intervalo а < x < b; en estas condiciones, la lon- 
gitud del arco AB viene dada por 


b 5 | 
ЭРЭ | diu | TOL 
AB Эр Fig. 41-1 


а 


Análogamente, si А(а, c) у B(b, d) son dos puntos de la curva x = g(y), siendo g(y) y su deri- 
vada con respecto a y continua en el intervalo c < y < d, la longitud del arco AB viene dada por 


d 2 
8 = ds = f ( de 
2 : [1 + 1 Ду ду 
Si А(и = ш) y Blu = и») son dos puntos de una curva definida por las ecuaciones paramétricas 
x = f(u), y у == g(u) que cumplen las condiciones de continuidad, la longitud del arco AB viene 


dada por —— 

u 2 

25 E dx dy 

A ds = f мин = 

байг „У (8) i 2) is 
(Véase la deducción en el Problema 1.) 
Problemas resueltos 
1. Deducir la fórmula de la longitud de un arco У 


Dividamos el intervalo a < x X b en subintervalos me- 


diante los puntos £j = a, En, Ё, ..., &,, ба == б, y levantemos 
en ellos rectas perpendiculares; sobre la curva se determi- 
nan los puntos Р, = А, Ру, P,,..., P, 4, P, == B como indica 


la Fig. 41-2. En una cuerda representativa se verifica, 


Х 1 
Р,-4Р, = vY(Arx) + (Аку) = : 26:9 gi 


Según el teorema del valor medio (Capítulo 21) existirá al 
menos un punto, x = хь, sobre el arco P,_, P, en la que la pen- О 


2 de la 
ын Fig. 41-2 


to АҺ EA 68 t£.-: En 


diente de la tangente, f(x), es igual a la pendiente, 


cuerda Р, Pa. Así, pues, 
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Ре Ре = 1 + (Pl) Акт, Ex1 С Ek S Ez 


y, aplicando el teorema fundamental, 


AB = lm > 1 + (f'(2x)P* Axx -f VETED] У а 


n= Ро к= 


2. Hallar la longitud del arco de la curva у = x?/? desde x = 0 е x = 5. 
dy _ = 3 1/2 


- | 1 Чи) dz xd NET - Qi) | = 388 unidades 


de – 
Hallar la longitud del arco de la curva x = 3)?°% — 1 desde у = 0 а у = 4. 


ES 9 
| 4 
= 3) NI + уау = gig (8282 — 1) unidades 


= 2 = уч? у 

ES Hallar ia longitud del arco de 24xy = x* + 48 desde x = 2 a x = 4. 
d 

dy _ 2*— 16 y 1+(# у= (E) De dondes = ME de = 17 unidades 


5. Hallar la longitud del arco de la catenaria y = Даје“ + e-7/*) desde x = ба x = a. 


1 
ау = gere == еті) у 1 + (32) = 1 + Here == 2 + 2“ 3278) = Her" + e way, Por tanto, 
= > | (+00) ду = 4 | = e = 34 (^ = 1) unidades 
0 ” do 


A Hallar la longitud del arco de la parábola y? = 12x limitado por la ordenada correspondiente ах=3. 
| La longitud pedida es el doble de la que hay desde el punto (0, 0) al punto (3, 6). 


Чуу у Є =) = в . Por tanto, 
dy 


! 


Iis + 18 ln (y + узет) | 
6{у2 + 1п(1+ V2)) unidades 


ТӨШ УЗ6 T y dy 


~ 7. Hallar la Бүс del arco de la curva x = 71, у = fi desde г = Оа t = 4, 
9 


ay = 3# = 2 а — 2 Уа 
gz T — 9t, w = 88, y (& 3E Є Э) 4t* + 9t At СЭ! Por tanto 
f \[1 + Zez dt = a; (втуз7 — 1) unidades 
9 


8. Hallar la longitud de un arco de la cicloide x = 6 — sen б, 3 = 1 — cos 0. 
Se describe un arco cuando 6 varía desde 0 = 0a 0 = 


e = 1- сове, ey = sen 6, » (= ЭЕ (à JE 2(1— cose) = Азеп' 16. Por tanto 


в = 2|7 sen = 1 ө de = —4 esie] = 8 unidades 
р 2 205 
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Problemas propuestos 


Hallar, en los problemas 9-20, la longitud de la curva entera 6 del arco indicado. 


9. 


10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


B 


y’ = 8x* desde x = la x = 8. Sol. (1044/13 — 125)/27 unidades. 

бху = xl 4-3 кар x=lax=2 501. 17/12 unidades. 

у = ln x desde x = 1 a x = 24/2, Sol. 3 — 4/2 + In 4 + 4/2) unidades. 
27у% = 4(x —2)* desde (2, 0) a (11,64/3). Sol. 14 unidades. 

y = ln (e7 — 1)(e* + 1) desde x = 2 a x = 4. Sol. In (e* + 1) — 2 unidades, 

y = In (1 — x?) desde x = 1/4 a x = 3/4. Sol. In 21/5 — 1/2 unidades. 

у = {х%#— ł in x desde x = la x = e. Sol. je* — + unidades. 

y = In cos x desde x = л/бах = фл. | Sol. In (1 + 4/2)/4/3 unidades. 

х = а соѕ 0, у = asen б. Sol. 2ла unidades. 

X = е'с05 f, у = e'sen t desde  — 0a t = 4. Sol. У ZXe*— 1) unidades. 

x = In T + B, у = arc tag t desde / = 0a t = 1. Sol. 1x unidades. 

x —2c0s 0 + cos 20 + 1, y = 2 sen 6 + sen 20. Sol. 16 unidades. 

La posición de un punto en el instante / viene dada por x = $£, y = 4(6t + 9)*. Hallar el espacio recorrido por el 


punto desde t = 0 hasta ; = 4. Sol. 20 unidades. 


Sea Р(х, y) un punto fijo y О(х + Ax, y + Лу) un punto variable de la curva y = f(x) (ver Fig. 17-1, Capítulo 17). 
Demostrar que 


arco PQ _ на 4s 2 ds|dx = 
qr cuerda РО 8-Р 4/1045) + (Лу)? VI + (dy/dY 


. (a) Demostrar que la longitud del arco en el primer cuadrante de x = acos? 6, у = a sen! 0 es 3aj2. 


а 
(b) Demostrar que la longitud del arco еп el primer cuadrante de xY? + уз = a™? es igual а al? ; en la que 
о Ху 


el integrando se hace infinito para el límite inferior de integración. En el Capítulo 46 se estudian las integrales defi- 
nidas de este tipo. 


. Un perro situado en el punto АД, 0), ve a su dueño en el origen O(0, 0) que pasea a lo largo del eje у y echa a correr 


hacia él, Hallar la trayectoria que recorre el perro suponiendo que se dirige constantemente hacia su duefio y que, ambos, 
зе mueven a una velocidad constante, siendo p la del dueño y q > p la del perro. El problema se resuelve, por ejemplo, 
aplicando la teoría expuesta en el Capítulo 70. Sin embargo, aquí se trata de demostrar que la ecuación y — f(x) de la 
trayectoria se puede hallar integrando 


y = 4(хеч = х7») 


Ind. Sea P(a, b), 0 < а < 1, la posición del perro y sea Q la intersección del eje y con la tangente a у = f(x) en P. Hay 
que hallar el tiempo que tarda el perro en alcanzar el punto P y demostrar que, en ese momento, el dueño está en Q. 


EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotación 


1. 


Capitulo 42 


Area de la superficie de revolución 


del arco AB de una curva continua alrededor de una 
recta situada en su plano es, por definición, el límite 
de la suma de las áreas generadas por las п cuerdas, 
ДАР, P,P,, ..., Pa-1B, en la rotación en torno a dicha 
recta, cuando el número de cuerdas crece indefinida- 
mente de manera que la longitud de cada una de las 
cuerdas tiende a cero. 

Si А(а, с) y B(b, d) son dos puntos de la curva 
y = f(x), siendo f(x) y f'(x) continuas y, además, f(x) 
no cambia de signo en el intervalo a < x < 6, el área 
de la superficie generada en la rotación del arco AB 
alrededor del eje x viene dada por 


b dy 2 
За == «у = 2. f у 1+(2) dx Fig. 42-1 


Cuando, además, f'(x} + 0 en el citado intervalo, se tiene 


0: = дт 1-4 л 
5 2 at 2 f у (8) у 


Si A(a, с) у 8(5, d) son dos puntos де la curva x == g(y), siendo g(y) y su derivada con respecto 
a y dos funciones que satisfacen las condiciones de continuidad, el área de la superficie generada 
en la rotación del arco AB con respecto al eje x viene dada por 


es 2: У | dyN В? | de 
Sy = ЈА = га а ZIC: ах = 2r 2 1-4 Чу ду 


Si А(и = u) у В(и = uz) son dos puntos де la curva definida рог las ecuaciones рагате са 
x = Ди), у = g(u), funciones que satisfacen las ecuaciones de continuidad, el área de la superficie 
generada еп la rotación del arco АВ alrededor del eje x, viene dada рог 


2 2 
= M ун 
Sz 2007 f. y ds = АА у (8) + (3 du 


y el área generada en la rotación del arco AB alrededor del eje y viene dada por 
ЫГ 2 
Sy = 2. f gds = 2; | x (8) + 
АВ ч и 


Problemas resueltos 


Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor del 
eje x, del arco de parábola y? = 12x desde x = 0 hasta x = 3. 


b Е 
(a) Aplicando la fórmula 5, = | v4] 1d (9) ах. 
ду“ _ y+36 
5 (2) и 


202 


Fig. 42-2 
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з AC 
y Зе 2 | y EHE а, 
9 


203 


x 


3 
= 2r || V12x--36 dx = 24(2/2-— 1)т unidades de superficie 
9 


4 1 
(by Aplicando la fórmula 5, = 2f Va LE Є ES =Ё,1 «(& 2) = 38 M 36413 у 
8 / 1 
шоо 2r | y узи ду = 5 (36 + | = 242у2-1)т unidades de superficie 
9 9 
2. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor у 
del eje у, del arco де la curva x = y? desde у = 0 hasta у = 1. @,1) 
Зил „ЈГ Є q) уш = 2 (| S VIF a 
° х 
= Z(+ | = 2.01010 — 1) unidades de superficie 
27 o 21 Fig. 42-3 
3. 


Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación, alrededor del eje х, del arco de curva у? + 4x = 2 iny 
desde y — 1 hasta y — 3. 


4 ~ 2 3 з 3 
5, = | vl 1+ (2) ау = 2 (| yl а ду = : f (1+ 0) ду = 22, unidades de superficie 
e 1 


1 


4. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor del 


eje x de un lazo de la curva 8a*!y! = ах" — хе. 


dy 2 а? — 223 : Л dy 2015 (а? — 22% _ (8a! — 225): а 
dz Яа! + Вайаг--29) — 2) 8a*a!— z’) 


о 
T. За? — 27: 
5. = 2r f TERES Yaz - y усе A у 
дау? 2aV2 Va! — х* 


Fig. 42-4 
4 f (За? — 225): dr = та! unidades de superficie. 
0 


Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación alrededor del eje x de la elipse 
x У 


16 а=! 


5, 


b у 3 4 
» f rl du) diem зэ шаг ин z ij. V64 — 321 de 


s V64 — 3x! + 32 arc sen “сү = did + =— уз e) unidades de superficie. 
2 4 


6. Hallar el na de la superficie de revolución generada en la rotación, alrededor del eje x de la hipocicloide x — a cos? 6, 
у —asen? 6. 


La superficie pedida se genera en la rotación del arco desde 0 = 0 hasta 6 = xx. 
de 


ду _ 
а эрж 1 mad M - 1 1 2 
ds За cos! ө sen 8, de = За sen? 8 cos 6, ac ЭЕ € г) 94! cos? y sen? 8. 


2 + * Lj 
S, = 02, | у Є + dy 49 = 2, wf (a sen? 0)3а cos ө sene de = pet un. sup. 
9 0 


Nota. Sería lógico escribir 2л | 5 (a sen? 0)3a cos 0 sen 0 ад, pero este valor es igual a cero. Debe recordarse 
0 


que si bien un área, un volumen, etc., se pueden expresar por medio de una integral definida, no toda integral definida 
representa siempre un área, etc. 
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7. Hallar el área de la superficie de revolución generada en la rotación, alrededor 
de! eje x, de la cardioide x = 2 cos 0 — cos 20, у = 2 sen 0 — sen 20, 


La superficie pedida se genera en la rotación del arco desde 0 = 0а 0 = л. 


dx/de = —2 seng + 2 ѕеп 20, Су/ав = 26058 — 2сов20, у 
({х/4ө)ї + (ау/ат = 8(1 — sengsen 2# — сове 00820) = 8(1 — cos в). 


Si xu 2 f (2 sen 6 — sen 26) 272 УТ — cos 6 de 
0 


Fig. 42-5 


45 т 
= зуби | sen @(1 — cose)? de = ын (1 — cos s» = 187 unidades de superficie. 
0 


0° 
b 2 
8. Demostrar: S, = 2» || у ЁС: 22 
x 


Supongamos dividido el arco en n cuerdas, como se observa en la Fig. 42-1. En la rotación de la cuerda Py, Pk 
alrededor del eje x se genera un tronco de cono cuyos radios de las bases son yk- € yx, respectivamente, de altura 


Bab = V (А = А|1+ (22) Au = VIE FEF Ах 


дах 


(ver Problema 1, Capítulo 41) у cuya área lateral (circunferencia de la sección media x altura) es 


5. = 2r С) 1 + U'G)Y Ак 
Como f(x) es continua, existirá al menos un punto, x^, del arco P,.., P, tal que 
Кад) = рука ћу) = FUE) + АЕ) 
Luego 5, = 2r бај) У1 + (Ра)! Ат 
y, рог el teorema de Bliss, 


Sic lim 5 Би lim X 2m f(x) V1 ХҮ (х) Акт 


no +xok=1 


2 f fo) VI + (ж de = 2r f ) Ї (8) 2 


Problemas propuestos 


Hallar en los problemas 9-18, el área de la superficie generada en la rotación del arco dado alrede- 
dor del eje que se indica. 


9, у = mx desde x = Oa x = 2; eje x. Sol. 4mn^/1 + те unidades de superficie 
10, у = іх? desde x = 0 a x = 3; eje x. Sol. n(824/82 — 1)/9 unidades de superficie. 
11, y = dx desde x = 0 a x = 3; eje у. Sol. 4n[94/82 + In (9 + 4/82) unidades de superficie. 
12. 8y? = x'(1 — х'), un lazo; eje x. Sol. іл unidades de superficie. 
13. y = x?/6 + 1/2x desde x = 1 a x = 2; eje у. Sol. (15/4 + In 2)л unidades de superficie, 
14. y = Іп х desde x = 1 a x = 7; eje y Sol. [344/2 + In (3 + 24/2)]x unidades de superficie. 
15. 9y? = x(3 — x)* un lazo; eje y. Sol. 2874/3/5 unidades de superficie. 
16. у = a cosh x/a desde x = —a a х = a; eje x. Sol. kra*(e* — e- + 4) unidades de superficie. 
17. Un arco de x = a(0 — sen 0), y = a(1 — cos 0); eje x. Sol. 64ла2/3 unidades de superficie. 
18. x = e'cos г, у = e'sent desde t = Оа t = фл; eje x. Sol. 2n^/2 (227 + 1)/5 unidades de superficie. 
19. Hallar la superficie de la zona determinada en una esfera de radio r por dos planos paralelos cada uno de ellos distante 
del centro 4а. Sol. 2лаг. 


20. Hallar la superficie de esfera de radio r cortada por un cono circular de ángulo 2a con el vértice en el centro de la esfera, 
Sol. 2zr*(1 — cos a) unidades de superficie. 


Саришо 43 


Centro geométrico y momento de inercia 
Arcos y superficies de revolución 


CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (2, 7) del centro geométrico de un arco AB 
de una curva plana, de ecuación F(x, у) = 0 o x = f(u}, y = g(u), satisface las relaciones 


298 =- X ds = f х ds y y:s = Y ds = f y ds 
AB AB AB AB 
(Ver Problemas 1-2) 


SEGUNDO TEOREMA DE PAPPUS. El área de una superficie generada en la rotación de un arco 
de curva alrededor de un eje situado en su mismo plano y que no corta el arco es igual al producto 
de la longitud de dicho arco por la longitud de la trayectoria descrita por el centro geométrico 


del mismo. (Ver Problemas 3) 


MOMENTOS DE INERCIA DE UN ARCO. Los momentos de inercia de un arco AB correspondiente 
a una curva dada con respecto a los ejes coordenados vienen dados por 


La = S y ds e и Л 22 48 
a s (Ver Problemas 4-5) 


CENTRO GEOMETRICO DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. La coordenada z del centro 
geométrico de una superficie generada en la rotación de un arco АВ de una curva alrededor del 


eje x satisface ја relación ; 
1:85, = 2. f xy ds 
AB 


MOMENTO DE INERCIA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION. El momento de inercia, con 
respecto al eje de giro de la superficie generada en la rotación de un arco AB de una curva alre- 
dedor del eje x viene dado por 


Ї: = 2r f Y y ds 
AB 


Problemas resueltos 


1. Hallar el centro geométrico del arco del primer cuadrante de la circunferencia 
x? + y! = 25. 


з 3 
x 25 Б 
у 1+ (4 = а= y" Como а = т, 


z 
Y 
5 1 5 
Ei = f y Э = f Бах = 25 о ў=10/т 
2 : ах 


Рог simetría, 2 = 7, con lo que las coordenadas del centro geométrico son 
(10/n, 10/л). 
2. Determinar el centro geométrico de un arco circular de radio r y ángulo en el cen- 


tro 20. 
Tomando el arco, como se representa en la Fig. 43-2, de forma que 2 coincida 
con la abscisa del centro geométrico de su mitad superior e 7 = O, tendremos: 


dz _ y dz Y 2003 : ; =r8 
————5 y 1+(—") = сү. Para la mitad superior del arco, s = r6, 
dy х ду х 


rsen B 3 rsen 


rod = х 1+(2) ду = r ду = т ѕеп ө 


y = = (rsen 0)/6. Por tanto, el centro geométrico está sobre іа bisectriz а una dis- 
tancia (r sen 0)/0 del centro de la circunferencia. 
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3. 


5. 


10. 


п. 


12. 


CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTO DE INERCIA [CAP. 41 

Hallar el área de la superficie generada en la rotación del rectángulo de dimensiones 
a por b alrededor del eje situado а c unidades (e >> а, b) del centro geométrico. 

El perimetro del rectángulo es 2(а + b) y su centro geométrico describe una 
circunferencia de radio c. Por tanto, е 

d e 
S = Aa + b) * Зле = An(a + bye unidades de superficie 4 
Fig. 43-3 

Hallar el momento de inercia de un arco de circunferencia con respecto a un diá- 
metro fijo. 

Tomando la circunferencia, como se representa en la Fig. 43-4, con el diámetro y 
fijo sobre el eje x, el momento pedido será 4 veces el del arco del primer cuadrante. 

dy x dyV _ " 2 

————— —= ше También, s = 277. Luego 

da F y 1+ (4) " én, 8 T g 

] af yds = af yede = “| ут? — a? dx x 
° 0 y 2 0 
layre y le ЖК ы а юты; 
= Ат ¿avr —® +37 arcsen = ue cR А: Fig. 43-4 
0 


Hallar el momento de inercia, con respecto aleje x, del arco de hipocicloide 
x =a sen? 0, у = a cos? 6. 


El momento pedido es cuatro veces el del arco del primer cuadrante. 


9 = За sen? y cos 6, M = — За cos? 8 sen 0, y 
T 
35 == ај as = af За sen 6 coso аде = ба 
0 
» т/2 
1. = af y’ ds = 120 | сове ө sene сове de = ўа? = ¿jas 
9 


Problemas propuestos 


Determinar el ceniro geométrico de 


(а) el arco del primer cuadrante de x?/? + y?* = g?3, Aplicar s = 3a/2. Sol. (2а/5, 2а/5) 
(b) el arco del primer cuadrante del lazo de 9y? = x(3 — х), Aplicar s = 24/3. Sol. (7/5, V 3/4) 
(c) el primer arco de x = a(0 — sen 0), y = a(1 — cos 0). Sol. (ла, 4a[3) 
(d) elarco del primer cuadrante de x = a cos? 0, у = asen! 0. Sol. Ver (a). 


Hallar el momento de inercia del arco dado con respecto al eje indicado: 


(а) un lazo 9y? = x(3 — x}; eje x, eje у. Aplicar s = 44/3. Sol. І, = 85/35, I, = 995/95 
(b) у = асоѕһ хја desde x = 0 a х = a; eje x. Sol. (a? + 35?)s 
Determinar el centro geométrico de la superficie de una semiesfera. Sol. $ = ћу 


Determinar el centro geométrico de la superficie generada al girar: 


(а) 4y + 3x = 8 desde x = 0 a x = 2 alrededor del eje х. Sol. # = 4/5 
(b) un arco де x = a(0 — sen 0), у = a(1 — cos 0) alrededor del eje y. Sol. у = 4a/3 


Aplicar el segundo teorema del Pappus para determinar: 


(а) el centro geométrico del arco del primer cuadrante de una circunferencia de radio r. Sol. (2//л, 29/л) 
(b) el área de la.superficie generada en la rotación de un triángulo equilátero de lado a alrededor de un eje situado a 
c unidades de su centro geométrico. Sol. блас unidades de superficie. 


Hallar el momento de inercia con respecto al eje de rotación de: 


(a) la superficie esférica de radio r. Sol. 357" 
(b) la superficie lateral de un cono generado al girar la recta у = 2x desde x = 0 a x = 2 alrededor deleje x. Sol. 85. 


Deducir las fórmulas de este capítulo. 


Саришо 44 


Area plana y centro деоте со de un área 


Coordenadas polares 


EL AREA PLANA limitada por la curva o = /(0) y los radios vectores 0 = 0, y 0 = 0, viene dada por 


1 (* 
c OR 2 
А = gj, rd 


Al manejar las coordenadas polares se debe tener sumo cuidado en la determinación correcta 
de los límites de integración. Conviene aprovechar todo tipo de simetría para tomar estos límites 
tan próximos como sea posible. 

(Ver Problemas 1-7.) 


CENTRO GEOMETRICO DE UN AREA PLANA. Las 
coordenadas (2, 7) del centro geométrico de un área 
plana limitada por la curva o — f(0) y los radios vec- 
tores 0 = 0, y 0 = 0, vienen dadas рог 


1 6: 1 8, 
ыз du TON 2 MES 3 d 
Az x g f, 7 FAM 0 
IM ^2 2 
1 2 2A atu 1 % 
Ay = #5 | рад = af p! sen 040 
n " Fig. 44-1 
a 
==> == 37 "p ад 
2 Ja (Ver Problemas 8-10) 
Problemas resueltos 
1 f% 
1. Demostrar que 4 — > | p? de, 
1 
Dividamos el ángulo BOC de la figura superior en n partes mediante los radios OP, = OB, OP,, OP,,. .. , ОР, -x 


OP, = OC, La figura muestra una franja representativa, Pz-, OP;, de ángulo en el centro 71,0, así como su sector 
genérico, Ry -, О Вк, de radio ex, ángulo en el centro 4,0 y (ver Problema 15(r), Capítulo 34) área $09,410 = 4(f(0,))* 4,0. 
En estas condiciones, teniendo en cuenta el teorema fundamental, 

5 


в, 02 
E | 1 ; Эс 1 2 = 1 2 
Pat lim 5 5500) A = 5 Í, (Н9) de = 5 | р? de 


k 8, 
2. Hallar el área limitada por la curva 0? = a? cos 20. 


En la Fig. 44-2 se puede observar que el área pedida consta de cuatro partes iguales, cada una de las cuales es ba- 
rrida por el radio vector al variar el ángulo 0 desde 0 = O hasta 0 = іл. Por tanto, 
TIA TIA 


TI 
А => | 5 | pde = 2e f соз 20 de = asen 2| = a? unidades de superficie 
о 


0 0 
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Como cada una de las partes está situada en un cuadrante, pare- 
ceria lógico escribir: 
1 эт 1 эт 1 tr 
51 pde = ze f cos 20 de = qe senzo | = 0 
2 J, 2 o 4 b 
T 


т 
es decir, - 2431 pde = e f сов 26 de = 0 
° 


в 


La razón de este resultado incorrecto estriba en lo siguiente: Fig. 44-2 


1 (7 10" 1" 1С" 
T pde = 3! pde + if pide + if р 0 = le! — ја" + Ja” 
23, 527) 


2 
“о 87/4 
En los intervalos [0, л/4] y [Зл/4, л], o es real; así pues, la primera y tercera de las integrales proporcionan las áreas 
barridas al variar 6 entre dichos intervalos. En el intervalo [7/4, 37/4], о < 0 y o es imaginario. Por tanto, aunque 


31/4 
3 а? cos 20 аб es una integral perfectamente válida, aquí по se puede interpretar como un área. 


7/4 


3. Hallar el área limitada por los tres lazos de la curva о = a cos 30, 


El área pedida es igual a 6 veces el área rayada en la Fig. 44-3, es decir, el área barrida al variar el ángulo 0 desde 
0 hasta 7/6. Por tanto, 


0 / 16 ^ 
А = 621269 - 8-3 | at cos 30:49 = САН + 4 cos 68) 49 = za? unidades de superficie, 
1 0 9 


У 


Fig. 44-3 Fig. 44-4 Fig. 44-5 


4. Hallar el área limitada por la curva o = 2 + cos 9 (Fig. 44-4). 
El área buscada es el doble del área barrida al variar 6 desde 0 hasta л. 


A 


T T 
| (2 + сов 9) do = f (4 + 4 cos 0 + сов? 0) 49 
0 ° 


1 
2 


т 
e + i sen 2 = 97/2 unidades de superficie 
2 


[е + seno + 


5. Hallar el área interior а la cardioide о = 1 + cos 8 y exterior al círculo o = 1. 
En la Fig. 44,5, área АВС = área OBC — área OAC es igual a la mitad del área que se pide. Por tanto, 


1 уз 1 пр T/2 
А = 2-5 | (1 + соз 0): de — 2-5 | ајде = f (2 сове + соз? 0) 49 = 2 + {т un. sup. 
0 9 


6. Hallar el área de cada uno de los lazos 460 = $ + cos б. 


Lazo mayor. El área pedida es igual al doble de la barrida al variar el ángulo 0 
desde O hasta 27/3. Por consiguiente, 


1 27/3 27/3 
А = 21 | (à + coso) de = f ({ + сове + сов? ө) de 
9 b 


зуз 


= 2 + = unidades de superficie 


Fig. 44-6 
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Lazo menor. El área pedida es igual al doble de la barrida al variar 0 desde 27/3 hasta л. Por tanto, 


1 E л 34/3 
= .— 2 Em. mnt 
A 2 ae (со) ад 


unidades de superficie. 


7. Hallar el área común del círculo o = 3 cos 0 y la cardioide о = 1 + cos б. 


El área OAB consta de dos partes: una barrida por el radio vector 
== 1 + cos 0 al variar 0 desde 0 hasta 7/3, y la otra barrida por 
= 3 cos 6 al variar 6 desde л/3 hasta 7/2. 


1 rss 1 ra 
А = 2: | @ + cos 6 d + 2: > | 9 cos? 0 dO 
2 2 LIE! 


0 
5л{4 unidades de superficie 


Fig. 44-7 


6, 8 
8. Deducir las fórmulas Аг = i J 05 cos 6 20, Ay = i] Р 02 sen 0 20, siendo (2, 9) las coordenadas де! centro geo- 
0 БА 


métrico del área plana ВОС де la Fig. 44-1. 


Consideremos el sector genérico Ry, OR, y supongamos, para mayor sencillez, que OT; es la bisectriz del ángulo 
Py -1 OPx. Para hallar el centro geométrico de este sector, supongamos se trata de un triángulo, con lo cual, dicho centro 
geométrico estará situado sobre OT, a una distancia fo, desde 0. Por tanto, aproximadamente, podremos escribir, 


E, = focos 0, = $f(0,)c0s 6, y 9, = 4f(0,) sen 6, 


Ahora bien, el momento del sector con respecto al eje es 
2,° 04,0 = $0,соѕ 6, · 302 4,0 = 1(/(8))* cos 0, 4,0 


y, por el teorema fundamental, 


S 1 E NL 
Ураг , im, У y (OD) cos б, 40 Е + Је соз 6 40 


Se deja como ejercicio рага el alumno el cálculo de Ag, · 
Nota. Enel Problema 8, Capítulo 37, vimos que el centro geométrico del sector R4 -, OR; está situado sobre ОТ, 
20, sen ¿4,0 E 


3: 14,0 desde O. El alumno puede deducir las fórmulas a partir de esta relación. 
k 


a una distancia 


9. Determinar el centro geométrico del área del lazo del primer cuadrante de la curva o = sen 26. 


гэ 1 nj? Я 2 1 1 л/3 > л 
d. = > Ih sen 20 аб = 4 [6—4 ѕеп зе = ® 
луг луг 
X # = 5 i о° cos 0 dô = i Ї sen? 20 cos 6 40 Fig. 44-8 
FEBRE 4 255 : 4 _ 16 „ _ 128 
= 3 | зеп? 0 cost 0 d6 = 3 || (1 — cos? 6) cost #зеп 040 = do! 57 10$ 


Por simetría, 7 = 128/105z. Las coordenadas del centroide son (128/105л, 128/1057). 


10. Determinar el centro geométrico del área del primer cuadrante limitada por Ja parábola o — de la Fig. 44-9. 


RO s 
1 + cos 0 
36 


р sexo PE O де 
= |, (1 + cos 6)* - 3] ээ 


= | (1 + tag? $0) sec? 40 40. = 9 [tag Jo + 4 tag? M = 12 
0 о 
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_ _ 1 ре 216cos0 Е we 2cos? 30 — 1 
ЫН = +) (1 + cos 8)? m Ї с089-18 га 


лја 


nj i 
9 | (2 sect 46 — весе 36) dð = 18 | 10 — јаје и} 


1 


72/5, у = 6/5. 


|| 


ад = 27, e ӯ = 9/4. 


ча 
127 = + |, 216 sen 0 


(1 + соз 0)* 
El centro geométrico es (6/5, 9/4). 


Fig. 44-9 
Problemas propuestos 
11. Hallar el área limitada por cada una de las curvas siguientes: 
(a) о? = 1 + cos 20 Sol. лоп. sup. 
(b) o* = a? sen 0 (1 — cos 0) Sol. а“ un. sup. 
(с) о = 4соѕ 6 Sol. 4x un. sup. 
(d) o =acos 20 Sol. $ra? un. sup. 
(e) о = 4ѕеп? 0 Ч Sol. 6z un. sup. 
(f) o = 44 —sen 0) Sol. 24x un. sup. 
12. Hallar el área 
(a) interior a о = cos 0 y exterior a o = 1 — cos 0 Sol. (УЗ — 7/3) un. sup. 
(b) interior о = sen 0 y exterior a о = 1 — cos б. Sol. (1 — 1/4) un. sup. 
(c) entre óvalos interno y externo de o? = a*(1 + sen б). Sol. 4a? un. sup. 
(d) entre los lazos de o = 2 — 4 sen 0. Sol. 4(л + 34/3) un. sup. 


13. (a) Dada la espiral de Arquímedes, o = аб, demostrar que el área adicional barrida en la enésima revolución, n > 2, 
es (л — 1) veces la añadida en la segunda revolución. 


(b) Dada la espiral equiangular о = ae?, demostrar que el área adicional barrida en la enésima revolución, n > 2, es 
et veces la añadida en el barrido anterior. 


14. determinar el centro geométrico de las siguientes áreas: 


(a) Mitad derecha de о = а(1 — sen 6). Sol. (16a/9n, —5aj6) 

(b) Area del primer cuadrante de о = 4 sen? 0. Sol. (128/632, 2048/3152) 

(c) Mitad superior de о = 2 + cos 0. Sol. (17/18, 80/277) 

(d) Area del primer cuadrante de о = 1 + cos б. Sol. | 16 | 5л. ' 7g r- 

(e) Area del primer cuadrante del Problema 5, Sol. | ^u 5 5 ' 34 2 | 


15. Aplicar el primer teorema de Pappus para obtener el volumen generado en la rotación де 


(а) о = a(1 — sen 0) alrededor del eje y. Sol. 8ла1/3 un, vol. 
(b) о = 2 + cos 0 alrededor del eje polar. Sol. 407/3 un. vol. 
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Longitud y centro geométrico de un arco. Area de una 
superficie de revolución 


Coordenadas polares 


LA LONGITUD DE UN ARCO de la curva o = /(0) desde 0 = 0, a 0 = 0, viene dada por 
ð: L^ | do 2 
== а. == 2 PEN 40 
i N NÉE 


CENTRO GEOMETRICO DE UN ARCO. Las coordenadas (z, y) del centro geométrico de un arco 
de la curva о = (0) desde 0 = 0, a 6 = 0, satisface las relaciones 


(Ver Problemas 1-4.) 


6. 0, 
йз % as = | ees 6d = | x ds 
6, 8, 


0: 9, 9; 
G's Í a = | өзеп ds = | y ds 
9 


| 
ч 


(Ver Problemas 5-6.) 


EL AREA DE LA SUPERFICIE generada en la rotación del arco de la curva о = /(0) desde 0 = 0, 
a 0 = 6, alrededor de 


ө, 0, 
el eje polar es 5, = 2л | yds = 2x | o sen 0 ds 
6, 6, 


t 1 


8 CN 
el eje transverso es S, — 2x | "хаз = 2n | о cos 0 ds 
9, 9, 


Los límites de integración se tomarán tan próximos como sea posible. 
(Ver Problemas 7-10.) 


Problemas resueltos 


1. Hallar la longitud de la espiral о = ез0 desde 0 = 0 a 0 = 2л. 
40/40 = 26299 y 0? + (аојад): = 5е*®. 


їл їл 
go [ VE + (40740) аб = 4/5 | ей 40 = 4/5 (e** — 1) unidades у 
0 0 
2. Hallar la longitud de la cardioide 0 = a(1 — cos 0). 
La cardioide se describe cuando 0 varía desde 0 a 27. | 
о? + (40/40) = a*(1— cos 0)? + (a sen 0? == 4a? sen? 18 z 


гл 
у | Ve? + (40/40у dd = 2a | sen 40 49 = 8a unidades | 
° 0 


En esta solución no se ha podido aplicar el criterio de tomar los límites de 
integración suficientemente próximos, porque la longitud a calcular es el doble 
de la descrita al variar el ángulo 0 desde 0 hasta л. Sin embargo, ei Problema 3 
es un ejemplo de cómo se aplica dicho criterio. Fig. 45-2 
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y 
LEAN 


3. Hallar la longitud de la cardioide о = а(1 — sen б). 
d 2 
e + Ej = a(1 — sen 0)* + (— a cos 0)? = 2a'(sen 10 — cos 10)? 


Segün el problema 2, tendremos 


а | Ма + (аојабуг аб = АЗ а ЇГ (sen 39 — cos 40) 49 
0 0 


= 2 y 2 а(—соз 40 — sen i|" = 4 V2 a unidades 
? Fig. 45-3 


Como podemos observar, las cardioides de los dos problemas solo difieren en sus posiciones en el plano; en estas 
condiciones, sus longitudes deberían coincidir. Para explicar la diferencia de resultados hemos de acudir a los dos inte- 
grandos, sen 40 y sen 46 — cos 16. El primero es siempre positivo, mientras que el segundo es negativo, al variar el 
ángulo 0 desde 0 hasta 4л, y positivo en los demás casos. Por simetría, la longitud pedida será igual al doble de la des- 
crita al variar 0 desde л/2 hasta 32/2. Por consiguiente, 


л anja 
s=2V7 а | U^ Gen 40 — cos 46) 40 = 42 a(— cos 4 0 — sen 1 o| — Ва unidades 
м/а і n/a 


4. Hallar la longitud de la curva p = a cos* 10. 
La longitud pedida es el doble de la descrita cuando 0 varía desde 0 a 2л. 
дојад = —а cos? 10 sen 10 у о* + (do/d0)* = a? cost 10. 


fua?'ü ЈЕ cos? 10 28 == ña [sen 10 sen? z|” 


= 16a/3 unidades. 


Fig. 45-4 


.5. Hallar el centro geométrico del arco de la cardioide o = a(1 — cos 0). (Ver Problema 2.) 


Por simetría, у = 0, y la abscisa del centro geométrico de todo el arco será igual a la del centro geométrico de la 
mitad superior. La mitad de la longitud del cardioide es, segün el Problema 2, igual a 4a. Por tanto, 


4а · # = Jn о cos 0 Y о? + (do/d0y 40 = m'a — cos 0) cos 0 sen 10 de 
0 0 


2 «e |" (— 2 cost 46 + 3 cos? 40 — 1) sen 0 d = 4a’ [+ cost 40 — 2 све» 40 +20 |" 
" [] 


= —16a*/5, у £ = —4a/5. Las coordenadas del centroide son (—4а/5, 0). 


Æ. Hallar el centro geométrico del arco de circunferencia o = 2 sen 0 + 4 cos 0 desde 
0 = 0а 0 = }л. 


dojd0 = 2 cos 0 — 4 sen 0 y g? + (40/49) = 20. Como el гай es 4/5, s = 4/5 л, y 


Ми е J” о cos 0 VE" + (46/40) 49 
o 
AT ял 
= 4\/$ | (sen 0 cos 0 + 2 cos? 0) ад 
0 
ла 
= 45 | sento + 0- у sen 20] 
0 
= 24/52 + 1), у 2 = 200 Fig. 45-5 


Д 
мМ5л:9 = [7 esen 0/07 (йб do = 4/5 | (sent 0 + 2sen 0 соз 0) 48 
0 о 


я +4 


= 45 LT 20 + sen" =4V3 лый ей = 


7. Hallar el área de la superficie generada en la rotación de la mitad superior de la cardioide о = a(1 — cos 0) alrededor 
del eje polar. 
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5 


п. 


17. 


19. 


Del Problema 2, o! + (do/d0)* == 4a? sen? 10. 


5 = 2л E e sen OV g? + (do/d0)* 49 = data |“ (1 — соз 6) sen 8 sen 46 48 
9 ð 


л 
= 16@х | sent 10 cos 40 ад = 22/,ал unidades de superficie. 
а 


Hallar el área de la superficie generada en la rotación de la lemniscata 
0% == a* cos 20 alrededor del eje polar. 


El área pedida es igual al doble de la generada en la rotación del arco 
del primer cuadrante. 


до \* 
2 == ла 
e + 3 =а cos 20 + [— о 


а* зеп 20 | _ 
p 


ЫГ a nja 
S=2-2 | езеп 0 2-49 = дам | sen 6 40 
o 0 


Fig. 45-6 


= 2a*n(2 — 4/2) unidades de superficie 


Hallar el ue de la superficie generada en la rotación, alrededor del eje transverso de un lazo de la lemniscata 
0% = a? cos 20, 


El área pedida es el doble де la generada en la rotación del arco del primer cuadrante. 


nt а? лі 
5 =2:2л | p cos 0 m 4д = дал | cos 0 40 = 2 у 2 ал unidades de superficie. 
9 1) 


Aplicar el teorema de Pappus para determinar el сет гогде del arco de la cardioide о = а(1 — cos 0) desde 0 = 0a 6 = л. 
Si el arco gira alrededor del eje polar, 5 = 27: js, o sea, según los Problemas 2 у 7, 3201л/5 = 2лу * За e Y = 4a[5. 
Según el Problema 5, las coordenadas del centro geométrico son (—4a/5, 4a/5). 


Problemas propuestos 


Haliar la longitud de 


(а) о = @' desde 0 = 0а 0 = 2/3 Sol. 56/3 unidades (d) о = sen?0/3 Sol. 31/2 unidades 
(b) р = её!» desde0 —0a0—8 Sol. ^/5(e* — 1) unidades (e) о = соѕ*0/4 Sol. 16/3 unidades 
(с) о = соз? 46 Sol. 4 unidades 
(0) e = а!0 desde (0,,0,) a (01,0) Sol. уа? + 05) — уа? + o, +aln ela + Ма" to у а" + gh) unidades 

eala + Va + ot) 
(g) о = 2a tag 0 sen 0 desde 0 = 0a 0 = л/3 Sol. 2a4/3 MJ —4 a 20 + УЗ unidades. 


V3 уту 


Hallar el centro geométrico de la mitad superior de о = 8 cos 6. Sol. (4, 3/12). 


. Siendo о = a sen 6 + b cos 0, demostrar que s = Ya! + b’, S, = ans, y S, = bas. 


Calcular el área de la superficie generada en la rotación де о = 4 cos 6 alrededor del eje polar. 
Sol. 167 un. sup. 


. Hallar ei área de la superficie generada en la rotación де cada uno de los lazos de о = sen*6/3 alrededor del eje transverso 


Sol. 21256 un. sup.; 513л/256 un. sup. 


. Hallar el área de la superficie generada en la rotación де cada uno de los lazos де 0' = cos 20 alrededor del eje transverso. 


Sol. 24/2 л un. sup. 
Demostrar que cuando los dos lazos de о = cost0/4 giran alrededor del eje polar, generan superficies de igual área. 


. Determinar el centro geométrico de la superficie generada en la rotación del lazo de la derecha de 0' = a? cos 20 alrededor 


del eje polar. Sol. 4 = уау? + 0/6. 


Hallarelárea де la superficie generada en la rotación de о = sen*0/2 alrededor de la recta -- csc б. Sol. 81 un. sup. 


Deducir !as fórmulas de este capitulo. 
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Integrales impropias 


b 
UNA INTEGRAL DEFINIDA, | f(x) dx, se denomina integral impropia si 


(a) el integrando, f(x), tiene uno o más puntos de discontinuidad en el intervalo a С x < b; 
(b) por lo menos uno de los límites de integración es infinito. 


INTEGRANDO DISCONTINUO. Si f(x) es continua en el intervalo a < x < b, pero es discontinua 
en x — b, 


b Г 3 
| f(x)dx = lim | f(x)dx siempre que exista el límite 
a e+0* Ja 
Si f(x) es continua en el intervalo a < x < b, pero es discontinua en x = a, 
b . b 
| f(x) dx = lim | f(x) dx siempre que exista el límite 
a со J 446 


Si f(x) es continua para todos los valores de x del intervalo a < x x; b excepto para x = c, 
siendo a « c « b, | 


b с-9 b 
| Дх) ах = lim || f(x) dx + lim | f(x) dx 
a €20* a є>0* Jete 
siempre que existan ambos límites. (Ver Problemas 1-6.) 
LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS. Si f(x) es continua en el intervalo a < x < и, 
+0 и 
| Дх) ах = lim f(x)dx siempre que exista el límite 
3.) a u> + о а 
Si f(x) es continua en el intervalo w < x < b, 
b ф 
(Е Лх) ах = lim Ло) ах siempre que exista el límite 
Si f(x) es continua en el intervalo и' < x <и, 


ЇЕ Rod = lim ЈЕ (куйы Шш дә dx 


ГЕС PEE 


siempre que existan ambos límites. (Ver Problemas 7-13.) 


Problemas resueltos 


3 
1. Calcular | 2 : El integrando presenta una discontinuidad en x = 3. Consideremos 
o —x 
їп | г = lim асва 2 | = lim arcsen 3 = amsenl = La 
с>0+ Jo М9 — х? £2 0* 3 lo € 9* 3 2. 
Luego p- — x 
* 9 /9 -— x 2 
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* od 
2. Demostrar que | 5 = carece de sentido, El integrando presenta una discontinuidad en x = 2. Considerémos 
сода 
3-6 2-6 
lim RM lim 1n І | = lim (in Em 3) 
со" Је 2—x €29* 2 — x lo со" € 2 


No existe límite y la integral carece de sentido. 


dx 
o (Х--1) 
El integrando presenta una discontinuidad en x — 1, valor comprendido entre los límites 
de integración 0 y 4. Consideremos 


R 1-€ dx 4 dx 
lim | —— 54 lim | ӨВ салан 
се" Јо (x— D)? 2 со" Jic (02-13 
= lim - 


-1 + 3 -1 | 5 1 5 1 1 
+ lim ——— = lim |— —1| + lim |——- + — 
сео Х—1 Jo “о Х—1 је со" 16 ot 3 € 


No existe límite. 


4 
3, Demostrar que | ; Carece de sentido, y 


Si no se tiene en cuenta el punto de discontinuidad ЈИ кгр д! | = z 
o (x — 1)? x —1] 0| 12:34 

4 

Бэст: lo cual es un absurdo. Fig. 46-1 
4. Hall ЈЕ Й integrada ta una discontinuidad 1. Consid 
Я allar | ————-. El integrando presenta una discontinuidad en х = 1. Consideremos 
0 4) х—1 5 р 
1-6 dx 4 dx 3 1-6 3 4 

lim ——— — + lim ———— = lim + (x—1 “| + lim —(x—1 «| 
є+0+ Jo Ax —1 со Jire X x —1 со 2 ( ) 0 esot 2 ( ) 1-6 


= dim 7 (98 1) + ас 0099-6959 = (ф#9—1) 


сео" 2 


= $ (#85 —1). 


Luego, 


|. 


nja 
5. Demostrar que | sec х dx carece de sentido. El integrando presenta una discontinuidad en x = ёл. Consideremos 
9 


1/27 —€ 1/27 Ка 
lim sec x dx = lim In (sec x + tag 21 == lim In (sec (dx — €) + tag л— ©} 
є-07 Jo (ЕМ ° [2 
No existe límite y la integral carece de sentido. 
мз COS x A в er ; 
6. Hallar I EET dx. El integrando presenta una discontinuidad x = фл, Consideremos 
° —senx 
1/2n —€ 1/25 € е 
lim A ораг sed уа) = 2 lim (—[1 sen Qa — 9] + 1) 
со" Jo V1 — sen x є+0+ o є+0+ 
ліз cos х 
= 10 + 1) = 2. Luego, — dx = 2. 
A 1—senx 
+0 dx ; ; : : ЛИ А 
7. Hallar | EY El límite superior de integración es infinito. Consideremos 
0 
: ч dx el 1 |“ 1 +% dx _ 1 
Hm. Ner m um. > arc tag > x| + F л. Luego, |, ад ч л. 


0 
8. Hallar | e* dx, El límite inferior de integración es infinito. Consideremos 
-© 


1 А 1 TN 


2 м-» – 20 2 2 


о 
tim [ e*dx = lim 25 = —0. Luego, | ем dx — 4. 
н -0 


->— со ч ”-»-00 
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+% 
9, Demostrar que | vr carece de sentido. El límite superior de integración es infinito, Consideremos 

1 х 

ч “ 
lim | 225: дй 24] = lim СМЕ—2. El limite no existe. 
o9 7 Vx “> +00 1 +0 
{ +9 ах +0 edx : у Я DET 
10. Hallar | ——— = | A Ambos límites de integración son infinitos. Consideremos 
-œ € Le -o е + 1 


li 5 edx + 1 о ез ду А “р 1 ° 
im ———- im ———— = lim arctage* im arctage* 
„+ +00 | et +1 „о Ї e” +1 "TT * о “>-o s L 


= lim (arctage* — фл) + lim (фл — arc tage") 
ч +00 и –ао 


фл {л +а—0 = фл 


+00 
11. Hailar | e~ sen x dx. El límite superior de integración es infinito. Consideremos 


lim У e— sen x dx = lim — де беп x + cos әд], = lim {—{е_“(епи + cos uy) + d 
и» +00 o 9 +00 1) + со 
+00 


Cuando и > +œ, e-* — 0 mientras que sen и y cos и varían de 1 а —1. Luego, | е-* зеп х ах = 4. 
9 


х 
1— х 


12. Hallar el área limitada por la curva y* = y sus asíntotas. Ver Fig. 46-2. 


А = 4 Ї p 
da VIZ% 
1-4 x dx : 1-6 : 
i Lem. | — у zz 1— ућє = 
um , утен Came Ї, Мал ERU 
El área pedida es 4(1) = 4 unidades de superficie. 


El integrando presenta una discontinuidad en x = 1, Consideremos 


Fig. 46-2 Fig. 46-3 


13. Hallar el área situada a la derecha de x = 3 y limitada рог la curva у = Р 1, yelejex. Ver Fig. 46-3. 


a= [E = dim P. timon 21] 
т з х—1 5 Jim | x—1 2-40 X—1l]ls 
d. u—1 1 1 Tuc 1 — i/u 1 
P » m in udi Ed o Е p nom 1 + Пи 3, 12 


3 (In 2) unidades de superficie. 
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Problemas propuestos 


14. Hallar: 


1 dx 4 dx A 4 dx 22 
(а) | + -2 (d) | ¿agp (Carece de sentido) (в) | „(сорт = 692 


4 ах : 1 ах 3 
(b) | PER (Carece de sentido) (h) | p (Carece de sentido) 
0 a -1 


z dx 
e) (== =л 
4 ах 8 dx : 3 =, 
o Ї rcm N | аа “ЭП G) f mide 
0 | xin dx = —1/4 


15. Hallar el área limitada рог la curva dada y sus asíntotas, 
х 1 
4—xt' x(1 — x) 


Sol. (a) 4x un. sup., (b) 4x un. sup., (с) 27 un. sup. 


(a) y? = b у? = нэ () у? = 


16. Hallar: 
+0 dx +0 „-А/т 
(а) | =: (Р) Ї е = ale 
9 dx ын 1 Од Em дэг 
о | өсжээ @ |а 0 
to НИ 21 T0 dx " 
(с) Ї e*dx-l | 0) | отте ah 
D 52 2 Carece de еа О ПАНК i 
(d) Га arece de sentido) G) И = — 
+ ах E 1 5 + х E 
(e) |, xin'x №2 0) |, калышы. 
17. Hallar el área limitada рог la curva dada y su asíntota: 
NE MET. e = xe? 
(à) y up b у= q зу» (c) у = xe-*h 
Sol. (a) Ал un. sup., (2) + un. sup., (c) 2 un. sup. 
18. Hallar е1 área: 
(a) limitada por y — " т y? la derecha de x — 3. Sol. 1 1n 5 un. sup. 
CIA 1 
(b) limitada por y — EI yala derecha de x — 2. Sol. 1 — in 2 un. sup. 


19. Demostrar que las siguientes áreas carecen de sentido: 


(a) área limitada por y — desde x = 2 hasta x = —2. 


4— xi 
(b) área limitada por xy = 9 a la derecha de x = 1. 


20. Demostrar que el área del primer cuadrante limitada por у = e-* es igual a | (unidades de superficie) y que el volu- 
men generado en la rotación de dicha área alrededor del eje x es іл (unidades de volumen). 


21 


Demostrar que en la rotación de la región R del plano limitada por xy = 9 y a la derecha de x = 1 alrededor del eje x, 
el volumen generado es igual a 81л (unidades de volumen) y que, sin embargo, el área de la superficie es infinita. 
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22. Hallar la longitud del arco indicado: 
(а) 9y? = x(3 — x}, un lazo. (b) x?* + y33 = 473, arco entero. (c) 9y? = x*(2x + 3), un lazo. 


Sol. (а) 4/3 unidades (Б) ба unidades (e) 24/3 unidades 
23. Hallar el momento de inercia de un circulo de radio r con respecto a una tangente. Sol. 3r*s[2. 


+% dx 
24. Demostrar que | Pn diverge para todos los valores de p. 
9 


^ Nd : : 
25. (а) Demostrar que Ї TREES existe para p < 1 y carece de sentido para p > 1. 


b) 


+% 
(b) Demostrar que | existe para p > 1 y carece де sentido para p x 1. 
a 


26. Sea la función f(x) < g(x) que está definida y es positiva en el intervalo a < x « b, siendo Jim n f(x) = +0 
y lim п g(x) = To. Segün la Fig. 46-4, parece lógico suponer: 


(1) Si Її g(x) dx está definida, también estará Їй f(x) ах. 


b b 
Q) Si | f(x) dx no está definida, tampoco lo estará | g(x) dx. 


Determinar si están o no definidas las siguientes integrales: 


1 dx i : i 1 
Ф | ¡E Para 0<х<1, 1—#=(0—%@+9@+х)<40—х) y 15x <a 


1 
Luego + | 1 а no está definida, ni tampoco Іа integral dada. 
GIE 


1 dx 1 1 1 dx 
b | ——————. Рага 0 «x € 1, < -. Luego | —= está definida igualmente que la integral 
Vv sc е uua со МАРТ ш : i 
dada. 
"^ cos x ^ cos x 


1 z 
(c) | ЭН está definida. (d) | dx no está definida. (е) Г dx está definida. 
0 xs 0 ° Vx 


Y 


: y 


Fig. 46-4 | Fig. 46-5 


27. Sea la función f(x) < g(x) que está definida y es positiva en el intervalo x > a, siendo lim. Ја) = lim g(x) = 0. 
Según la Fig. 46-5, parece lógico suponer: >Р 


+оо +00 
Q) Si | g(x) dx está definida, también estará | Род dx. 


+00 +0 
(4) Si | f CÓ dx no está definida, tampoco lo estará [ 00 dx. 


Determinar si están definidas o no las siguientes integrales. 


(а) 13 dx G = 1 1 ? 49 dx m | 
а Зул ULT г, ёр == гү о — est t М 
mS ara x > зэ ү67-4 чей | уа” está definida igualmente que 


integral dada. 


d pe. tá definida. (с) | e dx está definid дэг tá definid 
=== efinida, (с et es efinida. дэг 08! ida. 
|: V x? + 2х [ 5 @ |, Vx+x : 


Capitulo 47 


Sucesiones y series 


UNA SUCESION, {Sn} = 5), 54,55, ..., Sn, .. ., es una función de n cuyo dominio de definición lo cons- 
tituye el conjunto de los nümeros positivos. (Ver Capítulo 1.) | 


Se dice que una sucesión (5,) está acotada, si existen dos números, P у О, де manera que 
2n + 1 
. „ está 
2n , 
acotada, ya que 1 < s, < 2 para todos los valores de n, sin embargo, la sucesión 2, 4, 6, ..., 2n, 
no lo está. 


Una sucesión (54) es creciente si 3 < S3 53 5: c c sp o + у decreciente cuando 


2 
52 Sa > 5, > 0 05 >: +. Por ejemplo, las sucesiones PESE = 1/2, 4j3, 9/4, 16/5, ... 


у Qn — (— 1)") = 3, 3, 7, 7, ... son crecientes y las sucesiones (1/п) = 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... 
y —{n} = —1, —2, —3, —4, .. ., son decrecientes. 


Р < s, < О para todos los valores de п. Por ejemplo, la sucesión 3/2, 5/4, 7/6, . . ., 


Una sucesión (s4) converge hacia un limite finito s, | lim 5, == s| cuando, dado un número є 
m + се 
tan pequeño como queramos, зе puede encontrar un entero positivo т de manera que a partir 
de un n dado y para todos los siguientes, n >m, se verifica la desigualdad |s — s,| < є. Si una 
sucesión tiene límite es convergente, y si no lo tiene recibe el nombre de divergente. 


(Ver Problemas 1-2.) 


Una sucesión (s,) diverge o tiende a «| lim S, = «| cuando, dado un nümero positivo М 
` n + со 

tan grande como queramos, existe un entero positivo т de manera que a partir de un п dado у para 

todos los siguientes, n >m, se verifica la desigualdad || > M. Si 5, > М, lim 5 = +00; 


п— + со 
51 Sa <—M, lim 5 = — о. 
n + со 
TEOREMA DE LAS SUCESIONES. 
I. Toda sucesión acotada, creciente o decreciente, es convergente. La demostración cae fuera 
del propósito y alcance de este libro. 
П, Toda sucesión no acotada es divergente. Véase la demostración еп el Problema 3. 


Muchos de los teoremas restantes son consecuencia inmediata de los teoremas expuestos 
en el Capítulo 2. 


ш. Una sucesión convergente (divergente) no modifica su carácter al cambiar de lugar uno 
o todos de sus n primeros términos. 
IV. El límite de una sucesión convergente es ünico. 


(Véase la demostración en el Problema 4.) 


Si lim 8 == y lim =t: 
n= + о n= + == 
ү. lim (k*:3,) = k lim s, = ks, k siendo k una constante cualquiera. 
n= to n= + 
ҮТ. lim (3 =) = lim з ж lim h = stt. 
n= + 20 n= + о n= += 
ҮП. lim (s.:£,)) = lim за: lim ёл = 806. 
n + = n= t "n — dox 


219 


220 


УШ. 


XI. 
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lim (54/1) = lim 5„/ lim ог, = s[t, siempre que t x: 0 y љ == 0 para todos los va- 
и — + со n- + со л-> + со 


lores de n. 


Sca (s,) una sucesión de términos no nulos; si lim s, = 00, se verifica lim 1/5, = 0. 
n= + со n + го 


(Véase demostración en el Problema 5.) 
ба > 1, lim æ = + оо. 


л— + со 
(Véase la demostración en el Problema 6.) 


Si | | < 1, se verifica lim 7^ = 0. 


n— + со 


LA SUMA INDICADA 


XVI. 


+ оо . 
Ул = ууз = = Hs Hs 0 84377 (1) 

n= 1 
de los términos de una sucesión (s,) recibe el nombre de serie. A toda serie se le asocia 
una sucesión de sumas parciales: S, = 5), S2 = s, + 5, S3 = 5 + Sa + 5» 7 7 s $n = 5$ 


du$acbo$ ps4 sr 
Si lim 5, = S, siendo S un número finito, la serie (7) se denomina de convergente 


n + со - 
у 5 es su suma. Si no existe lim $„, la serie (Г) se denomina divergente. Una serie también 
n - со 
es divergente bien porque lim 5, = оо, o bien porque a medida que crece п, S, va aumen- 
л— + oo 

tando y disminuyendo sin aproximarse a un límite; en este ültimo caso la serie recibe el 
nombre de oscilante. Por ejemplo, еп la serie 1-—1 --1—1 +: · 4, 5 = 1, 5, = 0, 
5,-1,5,-0,... 

(Ver Problemas 7-8.) 
De los teoremas anteriores se deducen las consecuencias siguientes: 


Una serie convergente (divergente) sigue siendo convergente (divergente) si se cambia el 
orden de uno o de todos sus n primeros términos. (Ver Problema 9.) 


La suma de una serie convergente es ünica. 


Si 25, converge hacia S, la serie Zks,, siendo k una constante, converge hacia KS. Si 25, 
es divergente, también 10 es Zks,. 
Si Хян es convergente, se verifica: lim 5, = 0. 

л— + со 


(Véase la demostración en el Problema 10.) 


El recíproco no es cierto. La serie armónica [Problema 7(c)] es divergente y, sin em- 
bargo, lim s, = 0. 
n- + со 
Si lim 5, 5 0, la serie 25, es divergente. 


п» + ос 


Е] recíproco no es cierto; véase el Problema Nc). (Ver Problema 11.) 


Problemas resueltos 


1. Sea la sucesión (s,) cuyo límite es s. Situemos sobre una escala numérica (Fig. 47-1) los puntos s, s — e, s + e, siendo є 
un número positivo tan pequeño como queramos (infinitésimo) y vayamos colocando, ordenadamente, los puntos 


81 81 Em 8-1 


оф 


Sicut 8 ate 
Fig. 47-1 
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`2. Aplicar el teorema 1 para demostrar que las sucesiones (a) 


6. 


7. 


Sy Sos S s.. Según la definición de convergencia, los т 
primeros puntos están situados fuera del intervalo conside- 


rado, pero a partir del s,,, 1, él y todos los siguientes están 8-6 
situados dentro de 61. 


En 1а Fig. 47-2 se puede observar una representación 8 
en un sistema de coordenadas rectangulares. En primer 
lugar, hemos trazado las rectas y = s, y —s—e е 
у = s + e, determinando de esta forma, una banda de am- Exe 
plitud 2e. Situando ahora los puntos (1, 51), (2, 55), (3, Sa) ..., 
el punto (m + 1, Sm+1) y todos los siguientes caerán dentro 
de la banda. 


(m +1, 8m+1) Ё 
(m + 2, 8.432) : 


Es importante observar que fuera del intervalo о banda 
de amplitud 26, solamente habrá un número finito de puntos 
de una sucesión convergente, 


Fig. 47-2 


1 1:3:5-7..ОСл--1) 
1-- H y (b) yi 4-6 8... Ony ( 30" convergentes, 


(а) La sucesión está acotada, уа que 0 < s, < 1, para todos los valores de n. 


1 1 1 1 


Como за +з = be ED -1-- z + К СИН = Sn + ансау" es decir 5,44, 2 sn, la sucesión es cre- 
ciente. Por tanto la sucesión converge hacia s < 1. 
(b) La sucesión está acotada, ya que 0 < s, < 1, para todos los valores de n. Сото 5, +; = 2 = 2 C + 3 = 
2n + 1 ДА : к : 
Эд Sn, la sucesión es decreciente. Por tanto, la sucesión converge hacia s > o. 


Demostrar que toda sucesión no acotada (s,) es divergente. 


Supongamos que (s,) es convergente (demostración por reducción al absurdo). Dado un número positivo e, tan 
pequeño como queramos, existirá un entero positivo т de manera que a partir de él y para todos los siguientes, n > m, 
se verificará la desigualdad |s, — s| < e. Luego en este intervalo estarán todos los términos de la sucesión menos un 
número finito de ellos con lo cual dicha sucesión deberá estar acotada. Como esto es contrario a la hipótesis, la suce- 
sión será divergente. 


Demostrar que el límite de una sucesión convergente es único. 


Supongamos que la sucesión admitiese dos límites distintos, es decir, lim s, = s y lim s, = f, siendo |г—;| > 2e > 0 
n> + во n> + со 
En estas condiciones, en los intervalos, de amplitud 2є, de s y t tendremos propiedades contradictorias: (i) por una parte 
no pueden tener puntos comunes, y (ii) cada uno contiene todos [os términos de la sucesión menos un nümero finito de 
ellos. Así, pues, deberá ser s =f y el límite será único. 


Demostrar que si (s,) es una sucesión de términos no nulos y lim 5, = 00, se verifica: lim 1/s, = 0. 
п + со п> + со эг 
Elegido un número muy pequeño e > 0, de lim s, = со se deduce que para todo M > 1/є, existirá un entero 
n—> + со 
positivo т de manera que a partir de él y para todos los siguientes, л > m, se verificará la desigualdad |s,| > М > Пе. 
Para este valor de m, |1/s,| < 1/M < e siempre que n т; por tanto, lim 1/5 = 0. 


n + oo 
Demostrar que lim а" = + œ para а > 1. 
n> + « 
Sea M número muy grande, M > 0; supongamos а = 1 + b con b > 0; entonces 
—1 
а" = (1 tby—1nb Dir а> М 


рага n > M/b. Es decir que m es el entero superior а M/b. 


Demostrar que: 


(a) La serie aritmética a + (a + d) + (a + 24) ---* + [а + (п— Dd] + *** es divergente cuando а? + d* 0. 
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(b) La serie geométrica a + ar + ar* + * ** + ar? + +, siendo а > 0, converge hacia q $1 |r| < 1 y diverge 
8i |r| > 1. 
(с) La serie armónica 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + * ^ * + 1/n + * * * es divergente. 
(a) Aquí S, = àn[2a + (n — D4] y ша 5, = оо excepto para а = d = 0. 
п> со 


Por tanto es divergente cuando а? + d? > 0. 


а — ағ" а а Я 
(b) En este caso 5, A L 
Si |r| < 1, lim r^ = 0, y lim 5, —-,—. 


лп— + го n o 


Si |r| > 1, lim r* = оо, y $, ез divergente. 
п + со 


Si jr] = 1, la serieesoa+ a+ a+”. оа—а а —а + "уе divergente. 
(c) Formando las sumas parciales, obtenemos 
Sa > 2, 5, > 2,5 Sie > 3, ба > 3,5, Sea > 4, ... 


Como la sucesión de sumas parciales по está acotada, la serie será divergente. 


AS 
8. (а) Sumarla serie + + zy bp 
1 _ 1 1 I 35671 СЫ DP 1 
$-3-71(-34) a -ж = фи фи = + (5) А 
1 1 T 1 1 
5 = а (135) 9 5=,lm_7 1-6) = + 
(b) СРТ кенчи кошы ШЕЕ, Dcos 
мео 2:3 034 а : 
ере ее em cs PE ара LE 
кылта v Уураг ТУНАН Р) 953 А SS == , 
Жок ирон ыт ы A 1 
з = Әң 34 — 4 = ; ‚ 5 =1—-——ү 
1 
5 = ћ 1 — = 1, 
2 EN гт) 


9. Sabiendo que la suma de la serie 1 + $ + +4 + +" es igual a 2, hallar la suma de la serie que resulta cuando 
(a) se suprimen los cuatro primeros términos, (b) cuando se сл a la dada los términos 8 + 4 + 2. 


(a) La serie Jy + 5 --*** es una serie geométrica de razón г = }. Converge hacia 
S =2—(1+4+{+Ю={ 
(b) La зепе8+4+2+1+#-+}-+** es una serie geométrica de razón r == $. Converge hacia 
2+(8+4 + 2) = 16 


10. Demostrar que si 25, = S, se verifica lim 5, = 0. 
п— + o 


Сото Ја = 5, lim 5, = 5 y lim 5„-,=5. Ahora bien s, := 5, — Sa -1: luego, 


n + со п— + со 
lim 5, = lim (5, —5,-) = lim S,— lim S,-, = 5—5 = 0 
n-— + со n- 4+ со п— + со An + со 


11. Demostrar que las series (а) 1/3 + 2/5 + 3/7 + 4/9 + *** y (Ð 1/2 + 3/4 + 7/8 + 15/16 + * ** son divergentes, 


п А 1 1 
а) 5, = lim 5, = lim lim ——— = — = 9. 
(а) E E „im ЕТ А 
1 2-1 
b) 5, = lim — ]im 1-7) 150 
2 Шэн 2 _ на | 2^ 
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12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17 


18 


19. 


20. 


21. 


Una serie 25, converge hacia ,5, si la sucesión (s,) de las sumas parciales converge también hacia 5, es decir, si dado un 
e > 0 tan pequeño como queramos, existe un entero т de manera que a partir de él y para todos los siguientes, n > m, 
se verifica la desigualdad |5 — S,| < e. Demostrar que las series del Problema 8 son convergentes, 

1 1 1 1 1 1 in 4e 

4 4 5^ 


(a) Si 5--56| = = < e, tendremos 5" > ——, пп 5 > —1п(4є), у noce 
Рог tanto, basta con que m sea mayor que — 


4-5 46” 
In 44 
In 5 ' 


= ze < €, tendremos л + 1 > l ул» l — 1, Por tanto, basta con 


n+1 


1 
6) Si I$ — S, -i- (1-5) 


. que m sea mayor que 1 — 1. 


Problemas propuestos 


Determinar si las sucesiones siguientes están o no acotadas, son decrecientes, crecientes o convergentes, divergentes 
u oscilantes. 


(a) E E (5) ten (с) Genie) (à (Vm) (e) | zl 0) БЭ! 


Demostrar que lim v lm = 1, р 0. Ind. пе“ = рта, 


n + со 


‚ demostrar que: (a) en el intervalo |1 — s,| < 0,01 están contenidos todos los términos 


Dada la' sucesión | - 4 


+1 
de la sucesión menos los 99 primeros, (Б) la sucesión está acotada, (c) lim s„= 1. 
| п + со 
Demostrar que si: |r| < 1, se verifica lim ғ" =0. 


n to 


Hallar el carácter de las siguientes series geométricas, Calcular la suma de las que sean convergentes. 
(а) l- 1/24 1/A + 1/8 +°. (5 4—1 + 1/4—1/164 -** (001 0 32 + 9/4 + 21/8+--* 
Sol. (а) S = 2, (5) 5 = 16/5 (c) Divergente 


Hallar la suma de las series siguientes: 


25 1 1 
w M3 O Уа + O У ап ан = 1у 
1 1 1 
© Уба — ел = 5 e Nay O Улаз ба + 2) 
1 1 п 
(o) L- a+ )»>0 0 Yarm 


Sol. (а) 1/2, (b) 1/2, (c) 1, (d) 3/4, (e) 11/18, (f) 1, (2) 1/4, (h) 1/4 


Demostrar que son divergentes, las series. 

(а) 3+5/2+ 7/3 + 9A + --- (с) e+e/8 + e2/27 + еуб4 + >»: 
1 

(0) 24+ у + У2 + У2 + +: 4) и 


Demostrar que si lim s, x 0, la serie 25, es divergente. 
п + оо 


Demostrar que las series del Problema 18(a)-(d) son convergentes por existir un entero positivo m tal que para 


€ > 0, |5 — Sal < є siempre que n > т. 


In 2« 1 


1 Р 
Sol. m = unentero mayor que en (a) — n3" O Fe — >> (с) 4/1/e — 1, (а) la гай positiva de 2em — 


2(1 — 39m — (3 — 46) = 0. 
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Criterios de convergencia у divergencia de las 


series de términos positivos 


SERIES DE TERMINOS POSITIVOS. Son series 25, cuyos términos son todos positivos. 


I. 


Ш. 


Una serie de términos positivos 25, es convergente, si la sucesión de sumas parciales {$„} 
está acotada. 


Este teorema es consecuencia de que la sucesión de sumas parciales de una serie de tér- 
minos positivos es siempre creciente. 


CRITERIO DE LA INTEGRAL. Sea f(n) el término general 5, де la serie 25, de términos 
positivos. Si f(x) > 0 y es decreciente en el intervalo x > É, siendo ё un entero positivo, 


+ 
la serie 2/5, converge o diverge según que exista o no la integral | f(x) ах. 
Ё 
(Ver Problemas 1-5.) 


CRITERIO DE LA SERIE MAYORANTE. Una serie de términos positivos Xs, es con- 
vergente, si a partir de un determinado valor de п, y para todos los siguientes cada término 
es menor o igual que el correspondiente de una serie Zc, convergente conocida de términos 
positivos. 


CRITERIO DE LA SERIE MINORANTE. Una serie de términos positivos 25, es diver- 
gente, si a partir de un determinado valor de п y para todos los siguientes, cada término 
es igual o mayor que el correspondiente de una serie Ed, divergente conocida de términos 
positivos. (Ver Problemas 6-11.) 


CRITERIO DEL COCIENTE. Una serie de términos positivos 25, es convergente si 


А 5 8 ИЕ 5 RA $ O 
lim +2 < 1, y divergente si lim "+ —1. Si lim ———- = 1, este criterio 
п->+ оо Sn п +00 Sn n—-+ 00 ба 
nada dice sobre la convergencia o divergencia. (Ver Problemas 12-18.) 


Problemas resueltos 


1. Demostrar el criterio de la integral: Sea f(n) el término general s, де la serie de términos positivos Zs,. Si f(x) > 0 
y es decreciente еп el intervalo x > £, siendo £ un entero positivo, la serie 25, es convergente o divergente según que 


+00 
exista o no la integral | f(x) ах. 


En la figura, el área limitada рог la curva у = f(x) desde x = 5 hasta x = л, se ha aproximado por medio de dos 
sistemas de rectángulos de base unidad. Ехргезагдо que el área limitada por la curva está comprendida entre la suma 
de las áreas de las series de rectángulos, 


Spa spa oo BS < “люе < Spa co Sa 


224 
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y 


Fig. 48-1 


(1) Supongamos que lim B FO) dx = | f(x)dx = A. Por tanto, 
neto ЈЕ [4 


Зе t Sea + coc Hs. < А 
у 5, = sẹ + Seti + Spe 7077 +5 


está acotada у es creciente cuando л crece. Por tanto, por el Teorema I, 555, es convergente 
+00 
(2) Supongamos que el lim ЈЕ fo) dx = | Ја) ах no existe. Tendremos que 
„= +00 


Sa = se Sti + coo + s, по está acotada у 25, es divergente 


Determinar el caracter de las series de los Problemas 2-5 por medio del criterio de la integral 


1 1 1 1 1 1 
2: + + + Tc: == = —————i h: = ———_ 
wal Уз: үт Um Је) = 5 ET acemos f (x) 7 


En el intervalo x > 1,709 > 0 y decrece cuando x aumenta. Tomamos ё = 1 y consideramos 


T0 ч ах ч . 
== 1 —— = i = 1— = 
Ї с) асыш: | Vix QU VT i|; im, Vu +1 V3 


Como la integral no estå definida, la serie es divergente. 


1 1 1 1 1 
3. а ле star Ја) = 5, = qur; hacemos f(x) = 4x? ' 
En el intervalo x > 1, f(x) > 0 y decrece cuando x aumenta. Tomamos ё = 1 y consideramos 
+9 1 “ dx 
lI» голый А Eau 2025 БЭР илла рр 
[| E 4 ams 12 : a Ше нь | 3l t MM. m [77 ш EE 4 
Como la integral está definida, la serie es convergente. 
1 1 1 1 
4. зепл + { ѕеп ўл + ¿sen фл + үу еп фл + 177 Ја) = ~ = 3 sen 11; hacemos f(x) = ui Sn A. 


En el intervalo x > 2, f(x) > 0 y decrece cuando x aumenta. Tomamos Ё = 2 y consideramos 


+90 1 1 1 | 1 
| ТО) ах = , lim. INE — Sen Ја dx = — lim соз—л| = — 
3 Л и +0 х а л 
La serie es convergente. 
5. ї+ + 4 +L + ---(р>о). (La serie p) fm) = 5, ==; hacemos f(x) = > 
А >> 3 F Р . (La serie p. ^ m! 


En el intervalo x > 1, f(x) > 0 y decrece cuando x aumenta. Tomamos ё = 1 y consideramos 


xi^? 


[ода = ш, m qum =], E 


Mo + 00 1 x? "> + о 1—р 


lim 4-*— 1), (р + 1) 


1—p > + 22 
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Л 


2 1 5 1 1 : 
m, "ERN } = 27 | tim, "ES 1, = c la serie es convergente. 


: | 
Si p |, p 


E со 
Si p = 1, | f(x) dx = lim пи = + со la serie es divergente. 
1 > + 20 


| lim wil = + œ la serie es divergente, 


иу + 20 


Sip< V gem" 


Obsérvese en el segundo caso que la serie armónica es divergente. 


CRITERIOS DE LAS SERIES MAYORANTE Y MINORANTE 


Para aplicar estos criterios hay que comparar el término general de la serie cuyo carácter se quiere 
averiguar con el de una serie conocida, convergente o divergente. Entre éstas, las más utilizadas son: 


(a) La serie geométrica a + ar + ar? + + Ват toc c, a 5 0, que es convergente cuando 

la razón está comprendida entre cero y uno, 0 « 7 < 1 y divergente cuando la razón es r > 1. 

: 1 1 1 1 З 

(b La serle 1 тзг d ear + y +... + 77) + · + que es convergente cuando p > 1 y di- 
vergente cuando p « 1. 


(c) Cada una de las nuevas series de carácter conocido. 


Determinar el carácter de las series de los Problemas 6-11, aplicando los criterios de las series mayorante 
y minorante. 


буз MU EQ a E 
El término general de la serie es 5, = жт < xm luego la serie dada es término a término menor que la 
2 1 1 1 
serie р 1 y Т e Эг Uu. 


La serie p es convergente por ser p — 2, por tanto, la serie dada es convergente. Aquí también se puede aplicar 
el criterio de la integral. 


1 1 
7. чы с = 


Үз ул wea 


у : 1 1 : : , у 
El término general де la serie es 22 Como —— = —, la serie dada es término а término mayor que o igual 
Ул Мп n 


a 1а serie armónica, por tanto es divergente. También se puede aplicar el criterio de la integral. 


8 Lesparra 

El término general de la serie бес Como n! = 27-12 d І 

: 5 яг ид пі m 

: ҖЕ, : : И : 1 1 1 
La serie dada es término a término menor que o igual а la serie geométrica convergente 1 + => ян Ж + = Еу, 
por tanto, es convergente. (El criterio де la integral no se puede aplicar en este caso.) 
: Я 1 
9. 2+ = + 4 + a + «++ El término general de la serie es "+ 
n+1 2n 2 А , : : : 
Сото РЫ < хн la serie dada es término a término menor que o igual al doble de la serie р convergente 


+ +++ por tanto, es convergente. 
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111441 
0.14 653 507 


Я : 1 1 1 : ОК алс : 
El término general de la seric es PS Como = = PEE la serie dada es término a término menor que o igual a la 
: : 1 1 1 
serie geométrica convergente 1 + = + F + z Tore 


También, la serie dada es término a término menor que o igual a la serie p convergente, con p — 2. 


241, 41, 441 
+ ши 


TELE ong 3* 4-1 4% + 1 
: п? + 1 1 ; at. T З : : 
El término general es "mii = E^ Luego la serie dada es término a término mayor que o igual a la serie armónica 


y, por tanto, es divergente, 


CRITERIO DEL COCIENTE 
12. Demostrar el criterio del cociente: 
Una serie de términos positivos 25, es convergente si lim кыллы) y divergente si lim peti 
пэ роо Sa п +оо Sa 


5н +1. 


Supongamos lim 


ui L « 1. Dado un г cualquiera, siendo L « r « 1, existirá un entero positivo т ta 
noo n 


$441 


que siempre que n > m se verificará ——— < r, es decir, 
n 
5 > 
ышы СРО Sara < Р" Smt 
5+1 
Sm+3 А 2 
— — < FO Sms T ma < Р Sm 
Sm+2 
Sm+4 


< FÓ Sua < РК? S548 da 
Sm+3 


... э э э ө э ө э ө ө з +... з э э э ө ө = э э з э е э э ж 


Asi pues, cada término де la serie Sm, + S443 + $443 + 777 es < que el correspondiente término de la serie geo- 
métrica 544,1 + F’ Smr EFÈ’ S44; + 7 que es convergente, ya que r < 1. Luego 2s, es convergente según el 
Teorema III. 


: Sa i A Ын E 
Supongamos lim po = L > 1 (o bien = + œ). Entonces, existirá un entero positivo т tal que siempre que 
H— + со п 


5, 
п> т, 5911 


Зи 
(Capitulo 47). 


> 1. Ahora bien, $,,, > Sa, con lo que (5,) no tiende a O. Luego 25, es divergente según el Teorema XVI 


MP. 
Supongamos lim +1. 


п—+ео 54 


= 1. Un ejemplo es la serie p Ур > 0, para la cual 


5 п? 1 Р 
lim 44% = lim —_--- = lim ME = 
п— +00 5n Pus (n + ЇР n + 90 1 + 1/п 


Como la serie es convergente cuando p > 1 y divergente cuando p < 1, el criterio no sirve para dilucidar sobre la con- 
vergencia o divergencia, | 


Determinar el carácter de las series de los Problemas 13-23, aplicando el criterio de la raíz. 


1 2 3 4 n п+1 Яа hop. 3* e1 
цаг QE EE E. RUM xe c Ше с ED CMM 
Luego lim += li иар = — у la serie es convergente. 


n= +00 Sa п— +00 3n 3 
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12! 3! 4! п! (nd)! su n+l 
14. - + 37 73 003€ 007077 ЗА 77 з, аза 77 јаја Па а + 
nil n + P a 
Por tanto, lim = lim = æ y la serie es divergente, 
-> + 20 Sa no + 0 3 | 
1:2 1:2:3 1:2:3:4 
ESO А резо quaes 
x n! gs e (n + 1)! sn _ 81 
a рају 25077028 БАГ 
Como lim ша = 1 la serie es convergente. 


п— +00 2n +1 2. 


1 1 1 1 el m 1 ара ein 
16. 1:2 tata ар 4-2: T Sa = ar on (п + )277* s 220 + 1)' 
1 ; 
Сото КЫ DUET Sa la serie es convergente. 
3 1 4 1 5.1 е, md | _ п+2 1 su 042) 
Een oO л ы. јад кесет ет s за + 57 
пп + 2) _ 1 : 
Сошо шин Жл +1 4 la serie es convergente. 
241, 3-1 241 
тута Ете t arro 
4 | пз+1 : (nct P +1 S. 3 (п + 1#+1  л#%+1 
" ntl’ Ра (0413-1755,  (лл+1#+1 т +1 
Como lim -= = 1 ез un caso de duda. Ver Problema 11. 


*»— +0 Sa 


Problemas propuestos 


19. Demostrar que se puede aplicar el criterio de la integral en las series siguientes y aplicarlo para determinar su carácter. 


1 1 n 2n 
Cer (OX а © Yuri ON oina205 
50 п п 1 
® m n(n + 1) (4) У (п + 1) (п + 2) ue У e" 0) > (2л + 1) 
Sol. (a), (с), (d), (e) divergente. 
20. Determinar el carácter de las series aplicando los criterios de las series mayorante y minorante. 
1 п+ 2 " 1 n 
O YI © У, n(n + 1) 05 3* +1 (7) У ma 
—2 1 1 1 
(yc D» о Y ( Yi 
1 1 225 
QUE O У 1 EF MENOR 
1 In 2 In 5 п+1 
(a) > m-—5 (h) У; п o X п? 0) Ea nV 3n — 2 


Sol. (a), (5), (а), Cf), (D), (do), (D para p > 2 convergente. 
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21. Determinar е1 carácter de las series, aplicando el criterio del cociente. 


(n + D(n + 2) 3-1 з ^ n 
(а) У " aT (4) 2, m — п (9 > dux o 2 aT 

5" + 2“ з n 
ON © У е =? 093, dy юу xci 


n 3 үл : 2" n? 
o 27 ФУ 5] O Erara 222 
Sol. (a), (b), (c), (e), OD, (h) convergente: 


22. Determinar el carácter de las series. 


p т ти + po e + p и | Ы T LG 
ое ПЕРЕ ЕЧЕН 
Өзүнүн +С Oo rrhh 

ub 23 та rne cepi Up 22000014 
034144)93 6807 0) 2+ 5 + НЕ + 

E ud unes i qd e o EI ог " ш 


Sol. (а), (d), (Р), (2), (i), G), (I) convergente. 


23. Demostrar el criterio de la serie mayorante. Ind. Si Хе, = С, tendremos que (5,) está acotada. 


т 
24. Demostrar el criterio de la serie minorante. Ind. e 5; > У а, > М рагап > т. 
n 1 


25. Demostrar que si P(n) y Q(n) son polinomios de grados p y q, respectivamente, la serie У Os es convergente si 
а >р+ 1 ydivergentesi а <р + 1. Ind. Compárese con 1/7. 
x 26. Determinar el carácter de las series aplicando el criterio del problema anterior. 
1 1 1 1 1 2 3 4 
Gru hou зз uas t uorum uelle 
1 1 1 1 1 1 1 1 
Doo cine 105 5317-7027 O 55-67 7359-2407 poy 779- 4 + 
3 5 1 9 2 3 4 5 
(€ 2739 307 єє Ms toa 7325 774508 
(лаз КИ А Еи Sel. (а), (с), (d), (f) convergente 
2 24 * 108 * 320 онаи Б 


27. Demostrar el Criterio de la Raíz: Una serie de términos positivos 55, es convergente si Е As, < 1 y divergente 
Hn -roo 
si lim Ys, > 1. Elcriterio nada nos dice cuando lim 475, = 1. Ind. Si lim Ys. < 1, tendremos qs, <r « 1, 
n+ п-+ +00 п» +00 


paran > т, y 5, «r^. 


E 28. Determinar el carácter de las series aplicando el criterio de la raíz. 


(a) у E (b) Na (с) y, (d) 5 (+) Sol. Todas convergentes, 


Capitulo 49 


Series de términos negativos 


UNA SERIE cuyos términos son negativos se puede considerar como opuesta a una de términos positivos. 


SERIES ALTERNADAS. Una serie cuyos términos son alternativamente positivos y negativos, 


> [mt Sa = 51 — 52 + 5 — $4 7 + DA s, DUE. (Т) 
en la que cada s, es positivo se denomina serie alternada. 
I. Una serie alternada (1) es convergente si (i) 5, > 5+1, para todos los valores de и, y (ii) 
hm 5, =0. 
none (Ver Problemas 1-2.) 


CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie Xs, = s, + $4 +: c+. + c де términos arbitraria- 
mente positivos y negativos se denomina absolutamente convergente si la serie de valores absolutos 


[ss] = || + || + |] ++ + + а] +- ез convergente. 


Toda serie de términos positivos es absolutamente convergente. 


Toda serie absolutamente convergente es convergente. (Véase la demostración en el Problema 3.) 


CONVERGENCIA CONDICIONAL. Si la serie Xs, es convergente, siendo divergente la de valores 
absolutos X|s,|, recibe el nombre de condicionalmente convergente. 


Por ejemplo, la serie | — 4 + 3— 3 + · * es condicionalmente convergente, уа que ella es 
convergente pero la serie de valores absolutos 1 +4 + d + i + c · es divergente. 


CRITERIO DEL COCIENTE PARA LA CONVERGENCIA ABSOLUTA. Una serie de términos ar- 
| 


bitrariamente positivos y negativos es absolutamente convergente si lim [s < 1, y divergen- 
п + со п 
tesi lim || > 1. Si el límite es igual a 1, nada podemos Vaber sobre el carácter de la serie. 
п—>-|- со n 
(Ver Problemas 4-12.) 
Problemas resueltos 
1. Demostrar que una serie alternada s, — s, + 5 — 5, + * * * es convergente si (i) 5, > 5, +1, para todos los valores de л, 


y (ii) lim s, = 0. 
л— + со 
Consideremos la suma parcial 
Sim = S1 — 52 + $3 — Sa Б tt F Saca — Sam 
que la podemos ordenar como sigue: 


(a) Sam = (5, — 52) + (5 — S) + *** + (Seca — Sam) 


(b) Sa, == 51 — (S2 — 59) — *5* — (Saco — батл) — Sam 
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2. 


Por hipótesis, s, > $44; Y 54 — 5441 > 0; luego, por (а), Sam > 0, y рог (b), Sam < s,. Así pues, la sucesión (S,,) está 
acotada y converge hacia el límite L < 5. 


Consideremos ahora la suma parcial $5444 = Sam + 5+1; tendremos 


lim Sim +1 == lim Sam + lim $241 77 L+0=L 
т—» + со т» 00 т— 4 со 


Рог tanto, lim 5, = L y la serie es convergente, 
п—>-+ео 


Demostrar que las siguientes series alternadas son convergentes: 


1 1 1 
(а) 1— эж + кту = 
За = ЭЖ У зна = CETNA Рог tanto, 5, > 5, 1, Жош Sa = 0, y la serie es convergente. 
(b 1/2— 1/5 + 1/10 — 1/17 + +++ 


1 
н ФТУ" (ук+ 


1 2 3 4 


5 1 : 
; por tanto, 5, > јр lim ————- == 0, y la serie es convergente. 
д» со П + 1 


€) ——— + = = 
(о) е е? e? et t 
: pe : 1 : 
La serie es convergente, ya que Sa > У lim — = lim = 0, 
n—-+00 e” п >-| 00 е” 
Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergente. 
Sea (а) 2, =5+ 5 + 5 + 5 c: d gd ev S 


cuyos términos son positivos y negativos y supongamos que la correspondiente serie de términos positivos 


(b 254 == 15] + |] + dsal Foo + 15] + 
converge hacia 5". 
Supongamos que la enésima suma parcial S, = s, + 5, + 54 + + + - + s, de (a) consta de r términos positivos 


cuya suma es P, y / = п = r términos negativos cuya suma es —Q,. Es evidente que 5, = Р, — Q,, mientras que la 
correspondiente suma parcial de (b) es Sí = Р, + Q.. Como lim 5; = S’, las sumas parciales S; están acotadas. 


— 4-00 
Por consiguiente, las sucesiones (P,) y (О,} están acotadas y son crecientes a medida que aumenta л. Si lim P, = P 
n roo 
y lim Q, = О, tendremos: 
n AR, lim S, = lim P,— lim Q, =P-Q 
Х л—» +00 n + оо n + оо 
y, por tanto, la serie 25, es convergente. 
CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL 
Determinar si las series siguientes son absoluta o condicionalmente convergentes. 
1 1 1 
4. 1— > F A T 
: 1 Я : За 
La serie 1 + E + ET + i + +++, obtenida tomando todos los términos positivos, es convergente, por ser una 
serie geométrica de r = 1. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 
2 3 4 
: 2 3 4 : 5 Яс цав 
La serie 1 + 3 + 37 + 3s + + + -, obtenida tomando todos los términos positivos, es convergente, por el criterio 
del cociente. Así pues, la serie dada es absolutamente convergente. 
1 1 1 
6. ] +: pone 
м X3 ма 
1 Я : ; : 
La serie 1- l + + l + * es divergente, por ser una serie p con p = 1 < 1. Así pues, la serie 


ust a Y 


dáda es condicionalmente convergente. 
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[ 2:. 3 1 4 1! , 
Ie ces ова ае 
: 25. d 3 1 4 |] : : 
La serie | 4- 3 5 23 + 4 5 33 + sd 43 + +++ es convergente, уа que es término a término menor o igual 
a la serie р con р = 3. Así pues, la serie dada es absolutamente convergente. 
2 3 I 401 5 1 
се A Эн! 
152 3 1 4 1 5 : OS Е З 
Га ѕегіе 3 + 4 5 3 + => + % d -F*-- es divergente, ya que es término a término mayor que ¿(serie 
armónica). Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 
23 25 27 
9. 2— з! + 51 — 31 
аг LT со + 223 е nvergente (criterio del iente) y ! ie dad 
31 +5 7! Ол лу + 5 convergente el cociente) y la serie dada es 
absolutamente convergente. 
1 4 9 16 
10. 2-25:17 31:17 9441 
La l4 WW X oco AIL + - - es divergente (criterio de la integral) y 1 
serie 211"7341^441 mI es divergente (criterio de la integral) y la 
serie dada es i ир. convergente, 
1 2 3 4 
рр GET пар 
Га rie ++ 2 D AN E А с nt ue es término a 1é 
ser 2541 33 + 1 43 + 1 13 + 1 gente, ya q a tér- 
mino menor Ae la serie p para p — 2. Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 
1 1 1 1 
la tam aa? 
La serie сы + E rt + тане + +++ es convergente, ya que es término a término menor que o igual 
d 1-2 2-2% 3. m 4-2 E yaq qu: gua 
1 1 Ё 
a la serie convergente geométrica 7 — + => +T + -+ Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente. 


Problemas propuestos 


13. Determinar si las series alternadas siguientes son convergentes o divergentes. 


о NOE ө yx e y £u. 
(b) Qe Ф Yom, NY 
Sol. (а), (b), (d), (e) convergente. 
14. Determinar si las series siguientes son condicional o absolutamente convergentes, 
ө Yd © усу ө y C O Nan 
6) an a yt 0 Y o y cr ut 


Sol. (а), (с), (d), (Г), (h) absolutamente convergente. 


Capitulo 50 


Algebra de las series 


OPERACIONES CON SERIES. Sea 
Ја = 5 +5 Њ5 Бо "а + (1) 


una serie у Zt, la serie obtenida a partir de la anterior agrupando sus términos mediante paréntesis 
(asociación de términos). Por ejemplo, 


Зла = (S1 + 52) + (5а + 54 +55) + (56 + 52) + (5g + 5g + по + S) + 777 


I. La suma de una serie convergente no varía al agrupar sus términos mediante paréntesis 
(propiedad asociativa). 


П. El carácter de una serie divergente de términos positivos no se modifica al agrupar sus 
términos mediante paréntesis (propiedad asociativa). Sin embargo, la serie obtenida al 
agrupar los términos en una serie divergente cuyos elementos sean arbitrariamente posi- 
tivos y negativos puede ser o no divergente. (Ver Problema 1-2.) 


Sea Zu, una serie obtenida a partir де (7) рог reordenación de sus términos. Por ejemplo, 
Zu, = 5 Ра ош лг d$. BU 


Ш. Toda serie obtenida por reordenación де los términos de una absolutamente convergente 
converge absolutamente hacia la misma suma. 


IV.^ Ordenando convenientemente los términos de una serie condicionalmente convergente se 
puede obtener, o bien una serie divergente, o una serie convergente cuya suma sea un 
número prefijado. (Ver Problema 3.) 


ADICION, SUSTRACCION Y MULTIPLICACION, Dadas las series 25, y St, las series suma Xu, 
diferencia Ху, y producto Zw, vienen dadas рог 


Zu, = ¿(Sn + tn) 
Жу, Asp — tn) 
Ewn = 55. + (Sila + Sat) + (Sita + Sato + Sat) 4-7: 


| || 


у. Si 25, converge hacia S y Zt, converge hacia T, 26, + ta) converge hacia 5 +T y 
: ¿(Sn — tn) converge hacia S — T. Si 25, y £t, son absolutamente convergentes, también 
lo son Z(s, + fp). 


VI. Si Zs, y £t, son convergentes, su serie producto Zw, puede ser о no convergente. Si 25, 
y 2t, son convergentes y por lo menos una de ellas es absolutamente convergente, la 
serie Zw, converge hacia ST. Si Xs, y 21, son absolutamente convergentes, también 
lo es Zw. (Ver Problemas 4-5.) 


CALCULOS CON SERIES. La suma de una serie convergente se puede obtener fácilmente siempre 
que la enésima suma parcial se pueda expresar en función de n como ocurre, por ejemplo, con una 
serie geométrica convergente. Cualquier suma parcial de una serie convergente es un valor aproxi- 
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mado de la suma de la serie. Si se va a utilizar como valor de S su aproximado S, es necesario co- 
nocer un límite o cota dc error de la diferencia |S, — S|. 


Si la suma dc una seric convergente Ls, es S, tendremos 


S = Sa + Ru 


en donde R, se denomina «resto de la serie» y representa el error que se comete al quedarnos con 
la suma parcial enésima s, en lugar de con la verdadera suma 5. En los problemas siguientes se 
da una cota de este error en la forma R, < а para las series de términos positivos, y en la forma 
| К„| < а para las series de términos arbitrariamente positivos y negativos. 


Para una serie alternada convergente s — Sa + 53 — 54 + * * °, 
Кот == атал — $2m42 + Зотеа — Samia 7 77 С Зета 
у Кота = — Samoa F Зета — Зета F $9m48 — * C С> — Зета 


ver Problema 1, Capítulo 49. Por tanto, 


УН. En una serie alternada convergente, [Ra] < 5а+1; además, А, es positivo cuando л es 
par y negativo cuando n es impar. (Ver Problema 6.) 


VHI. Еһ la serie geométrica convergente Xar^-!, 


ar^ | 
Ra = 
IR l—r | 
IX. Si la serie de términos positivos 2.5, converge por el Criterio de la Integral, se tiene 
+o 
К, < | f(x) dx para n > Ё (Ver Problemas 7-9.) 
n 
X. Si Zc, es una serie de términos positivos convergente y para las series 25, se verifica que 
$4 < c, para todo valor de л > т, se tiene 
+ œ 
К, < > c рага n >m (Ver Problemas 10-12.) 
acl 


Problemas resueltos 


1. Dada la serie Ls, = s + S + 5 + 7 7 +35. + -: де términos positivos, a partir de ella se obtiene la serie 
Zt, = (5 + 55) + sa + (5, + 5) + se + 77, agrupando mediante paréntesis los términos de la primera siguiendo el 
criterio 2, 1, 2, 1, 2, 1, ... Las sumas parciales de 27, son T, = 5,, T, = Ss, Ту = S5, Т, = $,***. Si Xs, converge 
hacia 5, también convergerá hacia este valor 2Л,, ya que. Jm. Ta = dmy Sa: Si 55, es divergente, la sucesión (S,) 
no estará acotada y tampoco lo está (7,); por tanto, PN es divergentes 

Г а ОНЕ] 
2. La serie 2 (— Ту“! (= +1) es divergente.( ¿Por qué?) Cuando la agrupamos de la forma 
5 7 9 11 13 4m — 1 Ат +1 
6-3) + (6-4) (9-3 Е 2т | + 
la serie es convergente, ya que el término general мэн NUES 22 2 = 
: Ева que eL termino ge m—1 2m 7 4mi—2m ^ те 
2 : = 1 1 1 
3. Laserie (а) 1 —— + — — 4 а E БРЕ УОН + + es convergente, ya que se puede agrupar де la forma 
pese. | AL] - - - quecond a lá seri rgent Bob Кабен 
2 3 m Er es q uce a la serie convergente + 15 + 45 = А. 
: 1 1 1 1 1 
Cuando (а) se agrupa según la norma + —— + — — +», tenemos pcs + qc или ++ 


1 1 1 1 1 1 1 
(aa na at Tosca aa на 
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3-1 (33425 33 Уан 


4. Demostrar ан л . Ма 
aue E 39.25 * 7393€ + aviar es convergente. 
3-0 ns wl à : Р 1 
Сото Gai 2 + з? la serie dada es igual а la suma de las series У x0 у a Como éstas son con- 


vergentes, según el teorema V, la serie dada es convergente. 


„3 Я 
5. Demostrar que la serie аЛ es divergente. 


м 
пој 


3" 1 1 у 
Supongamos que У A = -= У (5 + x] es convergente. Luego, como y + es convergente (ver teore- 


ma V) también lo será уу L, Como esto es falso, la serie dada es divergente. 


6. Hallar el error cometido cuando Es, = 1 — + + $ — 5 + ' -++ se aproxima por sus 10 primeros términos. 
(b) ¿Cuántos términos se deben fle tomar para hallar el valor de la serie con un error menor que 0,057 


(a) Esta es una serie alternada convergente. El error Rio < s, == 1/11? = 0,0083. 
1 


(b) Сото |R,| < 5,44, haciendo 5, = (л + 1) 


= 0,05, tendremos (л + 1): = 20 y п = 3,5. Por consiguiente, 


hay que tomar cuatro términos. 


400 
7. Demostrar que R, « | f(x) dx. Мег el teorema IX. 


En la figura del Problema 1, Capítulo 48, supongamos que la aproximación del área limitada por la curva por 
medio de la de rectángulos menores, se extiende a la derecha de x = n. Tendremos 


m 
Ra = Sari + База b Бааз b oto X | f(x) dx 
и 


: 1 ; : E 
8. Hallar el error cometido cuando y am se aproxima por sus 10 primeros términos. 


Aplicando el criterio de la integral, la serie es convergente (Problema 3, Capítulo 48). Por consiguiente, 


1 [19 dx ]ie ч dx Jm 1 1 1 
== жер, у 1 — = — — — — = = ж 
Ко S 4 ЇЙ х? 4 мати 10 x? 4 He и T 0) 40 0,023 
9, Calcular el número де terminos que hay que tomar para calcular y ar T “on un error menor que 0,00001. 


: : 1 ET 2 
Esta serie es convergente por comparación con la Y P la cual, a su vez, es convergente por el criterio de la integral. 


+00 
2-2. Tomando — = 0,00001, зета ле = 25.000 y л = 12,6. Así pues, hay que to- 


1 
, 357408 ай 


Por tanto R, < | 


mar 13 términos. 


: 1 У : : 
10. Calcular el error cometido cuando У P se aproxima por sus 12 primeros términos. 


z : ; 1 
Segün vimos, esta serie es convergente (Problema 8, Capítulo 48) por comparación con la serie geométrica У DE 


12 
Por tanto, el error R, en la serie dada es menor que el error Кү, en la serie geométrica, es decir, Rys < Ri: = e i 
1 
== 7n = 0,0005. 
Podemos hacerlo major. Раа SG E ego ка О с=т с = 00000008 
odemos hacerlo mejor. Para л "ab gr; luego, Ка "amp oq oc : 
11. Hallar el error cometido cuando 25, = 4 + K3)Y + &(8)? + 168) + · + · зе aproxima рог sus 10 primeros términos. 
Я Е у 5 $a 2 п 2201 „на _ 2 
Aplicando el criterio де! cociente, la serie es convergente, ya que ct (стт 221 | уг= ,Um ЈЕ = 3. 


2 : : : : 
Сото шэн < —, para todo valor de л, tendremos que la serie dada es término a término menor que o igual a la 


5 2 11 2 12 2 13 2|Зул 2'1 
serie geométrica X 5, 7773, Luego Ry < (5) RS (3) + (5) dress I = зв 7 0,04. 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19 


20. 


21. 


22. 


ALGEBRA DE LAS SERIES [CAP. 50 


Se puede obtener mejor aproximación observando que después del décimo término la serie dada es término a tér- 


ч 2 "4-1 1 2 1 2 я-1 21 
mino menor que la Y su (5) = r (5) (5) = diu = 0,004. 


: 1 : : : 
Hallar el error cometido cuando Y ү 3 + Е + + + 3 + + + + se aproxima por sus 10 primeros términos. 
А eM А : 58-1 1 inti АМА 1 
Aplicando el criterio del cociente, la serie es convergente, ya que = -ш- y r = —. Como аа 
ба 3 п 3 Sa 3 
+1 Ї 


рага todo valor де л, no podemos utilizar la serie geométrica 2(1/3)" como serie de comparación, Ahora bien, | Е 1 


=: luego a partir del décimo término la serie dada es término a término menor 
: а : «1 11 4 y 121 

que o igual a la serie geométrica > Su (тї) = xin) . Luego Ry < у li 3l TTA - 0,00009758 

< 0,0001. 


512 
es una sucesión creciente y — 5 
1 


Problemas propuestos 


Ordenar los términos de 1 — + + + — 4 + -* рага obtener una serie convergente cuya suma sea (a) 1, (b) —2. 


Ind. (a) Se pueden tomar los л, primeros términos positivos hasta que su suma sea mayor que 1; a continuación, 
los па primeros términos negativos hasta que su suma resulte inferior a 1, y así sucesivamente. 


¿Se puede obtener una serie convergente sumando dos divergentes? Poner un ejemplo. 


(ia 
| 2n — 1 
(b) Hallar el nümero de términos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,000005. 
Sol. (a) 0,01, (b) 100.000 


(a) Hallar el error cometido cuando la serie ` se aproxima por sus 50 primeros términos. 


—1)"-1 | 
(a) Hallar el error cometido cuando ess Хара 2) se aproxima por sus 8 primeros términos. 


(6) Hallar ei número de términos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,00005. 
Sol. (a) 0,0002, (b) 11 


: i 3 : 5 : 
(a) Hallar el error que зе comete cuando la serie geométrica D Эк 86 aproxima por sus 6 primeros términos. 


(b) Hallar ol número de términos que hay que tomar para que el error sea menor que 0,00005. Sol. (a) 0,05, (b) 16 

Demostrar que si la serie de términos positivos 55, es convergente por comparación con la serie geométrica 27", 
+1 

0 <r<l, se verifica R, < Г "x 


Hallar el error que se comete cuando: 


(a) у, «V (< У з=) se aproxima por sus 6 primeros términos, 


1 1 р а : 
(5) ЭЭ MEET (< У +) se aproxima por sus 6 primeros términos. 
Sol. (a) 0,0007, (b) 0,00009 


Las series (a) У Lt 


(b) Y (CDS son convergentes segün el criterio del cociente. Hallar el error que se 
comete cuando ambas se aproximan por sus 8 primeros términos. Sol. (a) 0,00009, (5) 0,00007 


Я 1 
En una serie р convergente, demostrar que А, < Tp we Ind. Ver Problema 9. 


De! 
Las series (a) урын y (b) 2 s ке son convergentes por comparación con una serie p apropiada. Hallar el. 


error que se comete cuando ambas se NUM por sus 6 primeros términos y determinar el nümero de términos que 
hay que tomar para que el error sea menor que 0,005. Sol. (a) 0,014; 10 términos (6) 0,002; 5 términos. 


Capitulo 51 


Serie de potencias 


UNA SERIE de la forma 
+ со 
Mox = Mox == бу axe b oos td ro (1) 
і= 0 
еп la que los coeficientes son constantes, recibe el nombre de serie de potencias de x. Análogemente 
una serie de la forma 


+ со 
Убх — ay = У сбх —ay = со + с(х—а) + сјх— а)? + +++ сх а)" + c (2) 
1-0 


se denomina serie de potencias de (x — а). 
Para cada valor de x, las series (1) y (2) se transforman en series numéricas convergentes o di- 
vergentes (ver Capítulos 48 y 49). 


CAMPO DE CONVERGENCIA, Es el conjunto de los valores de x para los cuales una serie de po- 
tencias es convergente. Evidentemente, (1) es convergente para x = 0, y (2) lo es para x = a. Cuando 
existan otros valores de x para los cuales las series (7) © (2) sean convergentes, éstas lo serán, o bien 
para todos los valores de x, o bien para todos los valores de x pertenecientes a un intervalo finito 
(abierto, cerrado o semiabierto) cuyo punto medio es x = 0 para (1) y x = a para (2). 

El campo de convergencia se determina por medio del criterio del cociente de la convergencia 
absoluta, junto con otros criterios de los Capítulos 48 y 49 aplicados a los extremos. 


(Ver Problemas 1-9.) 


CONVERGENCIA Y CONVERGENCIA UNIFORME. Los teoremas que figuran a continuación se 
refieren a las series del tipo (7) que son igualmente válidos para las del tipo (2), una vez efectuadas 
en éstas ciertas transformaciones. 

Consideramos la serie de potencias (7) y representemos por 


п-1 


5,00) = Mex! == со ax beh ИЛЖ Гын 


ј=о 
la suma parcial m-sima, y sea 
+ со 
Rx) = Ў сеже == сох" ena xt baa х" 8 nns 
к=п 


el resto де la serie. En estas condiciones, 
У cix! = S4) + 8.0) (3) 


Si para x = Xp, Усх! converge hacia S(x,), un número finito, tendremos lim — S,(x,) = 5). 
+оо 


nx 


Como |S) — 5и(ко) | = | Аха) |, lim |90) — (хо) | = lim. | x) | = 0. 


Así, pues, cx! es convergente para x = x, si, dado un número positivo e tan pequeño como 
queramos, existe un entero positivo m tal, que para todo п >m se verifica: |В„(х)| < є. 
Obsérvese que m depende no solo de є (ver Problema 12, Capítulo 47) sino también del valor ху 
de x. (Ver Problema 10.) 
En el Problema 11 se demuestra que: 


I. Si Sex’ es convergente para x = x, y si [xa] < |ху|, la serie es absolutamente convergente 
рага x = xs. 
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Ш. 


IV. 


VI. 


УН. 


SERIE DE POTENCIAS [CAP. 5I 


Supongamos ahora que (/) es absolutamente convergente, esto es 2 |c;x'| es convergente 
para todos los valores de x de manera que |x| « P. Eligiendo un valor de x, x — p ó x — — p, 
siendo |x| = p < P, como (1) es convergente рага |х| = p, se deduce que, dado un є >0 
tan pequeño como queramos, existirá un entero positivo m tal, que para todo n > m se ve- 

+ 


со 
rifica |А,(р)| = > |сьр | < є. Haciendo variar a x dentro del intervalo |x| < p, cualquier 


k=n 
+ со 


término де }К„(х)| = > | скх* | tiene su valor máximo рага |х| = p; por tanto, |К„(х)| al- 


k=n 
canza su valor máximo en el intervalo |x| < p para |x| = p. 


Por consiguiente, con estos « y m se verifica que |К„(х)| < є para todos los valores de x 
que cumplan la desigualdad |x| < p, es decir, т depende де с у de p pero no del valor x, 
de x perteneciente al |x| < p, como ocurre en la convergencia ordinaria. En estas condicio- 
nes, (1) es uniformemente convergente en el intervalo |х| < p. En resumen, hemos demostra- 
do que: 


Si Бах! es absolutamente convergente рага |x| < P lo sigue siendo para |x| < p < Р. 


Por ejemplo, la serie Z(—1Y'x' es convergente para |х| < 1. Según el Teorema I, es abso- 
lutamente convergente para |х| < 0,99, y según el Teorema Il, es uniformemente conver- 
gente para |x| < 0,9. 


Una serie de potencias representa una función continua en el campo de convergencia de la 
serle. (Véase la demostración en el Problema 12.) 


Si Xex converge hacia la función f(x) en un intervalo I, y si a y b pertenecen a dicho inter- 
valo, se verifica 


b ea b b b b 
| Дх) dx = У | ax ах = | са dx + | сіх ах + | сүх dx +... 
а 1-0 а а а 


b 
+ | Сһ-1 X" ах + e 


(Véase la demostración en el Problema 13.) 


+ со 2 
Si ех! converge hacia f(x) en un intervalo I, la integral definida > | сіх! dx converge 
i297? 
x 
hacia g(x) — | f(x) dx para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo. 
9 


Si Zc,x! converge hacia la función f(x) en el intervalo I, la derivada de la serie 2 Я (cix*) con- 
verge hacia f'(x) para todo valor de x perteneciente a dicho intervalo. 


La representación de una función f(x) en serie de potencias de x es ünica. 


Problemas resueltos 


1. Determinar el campo de convergencia de x — joa? + їх? — 1x! + ++ (ED Max + ss 
Aplicando el criterio del cociente, 


att n 


5841 de К „А 
п+1 x. 


Sn 


lim 
n + со 


= |х| = ји! 


im lim 
n + со n>+0 n + 1 


La serie es absolutamente convergente para |x| < 1, y divergente para |x| > 1. En los extremos x = 1 y 
x = —1, hemos de ver el carácter de la serie por separado. 


Para х = 1, la serie es 1— à + + } + · -* que es condicionalmente convergente. 
Para х = — 1, la serie es — (1 + 4 + + ++ +“) que es divergente. 
Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo — 1 « x x 1. 
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2. Determinar el campo de convergencia de 1 + x + A + i str cep pe 5 + 
кз КӨ О у о а 
La serie dada es convergente para todos los valores де x. 
3. Determinar el campo de convergencia de 2 T 2 + ue + мэ Bo semp e EE: 
асо o E S 


La serie es absolutamente convergente рага x —2| 16 1 «x < 3 y divergente para |x —2| > 1 o parax « 1 
yx>3. 


Para х = І, la serie es —1 + +— 4 + +— · · · урагах = 3,esla 1 +$ + # + + + · >>. La primera es conver- 
gente y la segunda divergente. Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo 1 < х < 3, y divergente fuera de él. 


: З х — 3 (х — 3): (x — 3): ЕТ. (x — 3y 
4. Determinar el campo de convergencia de 1 + 1$ + == + ктк + + ARIS 
: (х — 3)", (п — 1)? : H—]1WM- -. 
UN ni (x — 39 pe) vum. | п =) за) 


La serie es absolutamente convergente para |x — 3| «1 o sea 2 « x < 4, y divergente para |х — 3| > 1 o para 
x<2yx>d, : 
Para х = 2, la serie es 1—1 + +—+4 + ч у рага х = 4, 61:1-14141-4-- Como ambas son 


absolutamente convergentes, la serie dada es absolutamente convergente en el intervalo 2 < x < 4, у divergente fuera 
de él. Obsérvese que el primer término de la serie no corresponde al valor que toma el término general para п = 0. 


т 2 3 н 
5. Determinar el campo de convergencia de Esp + ш, + МАН) ue mw y Mec + 


Ут 472 V3 Ул 
: (х= Лун. ya 3 " п E 
a хэ ра cde im Eh ыГ 221 


La serie es absolutamente convergente para |x + 1| < 1 o sea —2 < x < 0 y divergente para x < —2 y x > 0, 


1 1 1 1 1 1 
— + — 755 y para x = 0, es la 1 + —— + — + —= + ce 
42 уЗ ма v2 уз ма 
La primera es convergente y la segunda divergente (¿pot qué?). Por tanto, la serie dada es convergente en el intervalo 
—3 < x < 0 y divergente fuera de él, 


Para x = —2, la serie es —1 + 


mm — l)(m — 2) p 


6. Determinar el campo de convergencia de 1 + Fx + SETS ER 17953 ЗЕ: 


Este es la serie binómica. Para valores enteros у positivos de m es un desarrollo finito; para los demás valores de т es 


una serie. | 
T тт — (т — 2): ` (т —– п + Dx | (n — 1)! 
Mee ni mm = Гут = 2) · · (тон 1 2p 
= |х] lim шин = |х| 
n—+0 n 


La serie es absolutamente convergente para |x| < 1 y divergente para |х| > 1. 


En los extremos, x = + 1, la serie es convergente si m > 0, y divergente si m < —1. Cuando —1 < m «0, la 
serie es convergente para х = 1 y divergente para х = —1. Para demostrar estas conclusiones, se debe recurrir а teo- 
remas que no se han incluido en el Capítulo 48. Н 


А x? х5 х? Xx 
7. Determinar el campo de convergencia de x — — + — — > + +++ + (OD + 
3 5 7 2n —1 
li xu поље || o. TM 21-01 0 x 
SEU 2n +1 х2в-1 5 возе 20-10) 


La serie es absolutamente convergente en el intervalo х? < 1 о sea —1 < x < 1. 


Para x = —1, la serie es —1 + 4 — + + 3— ---урагах = 1, е5141—% + $ — + * * *. Ambas series son 
convergentes; por tanto, la serie dada es convergente para —1 < х < 1 y divergente fuera de él. 
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п 
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Determinar el campo de convergencia де (х —1) + 2!(2— 1)? + 3!(x—1P + c: + т! (а 1)" + c 


as "nti 
lim (n+)! -i 2 а= lim (n41) = œ 
п= +00 nl (x — 1)" n= toe 
La serie es convergente solo para x — 1. 
Determinar el campo de convergencia de 1 + 2 + АВЕ + ... + n + +++. Esta es una serie en potencias de 1/х. 
2x 425 82° 2*х" 
lim ntl ‚2а: | — ын ntl _ 1 
хе + РАИ n 212] п= +оо YN 2|z| 


: 1 
La serie es absolutamente convergente para ixi «1losea |х| > 4. 


Para х = 4, laserieesl + 2 + 3 + 4 + ++” yparax = —f,es—1 + 2—3 + 4 — · · ·. Ambas series son diver- 
gentes. Por tanto, la serie dada es convergente en los intervalos х < —4 у x > $, y divergente en el intervalo 


— <х <:. 


La serie 1 — x + x? —x? + +++ HD" + -+> es convergente рага |х| < 1. Dado є = 0,000001, calcular m 
cuando (a) x = $ y (b) x = + de tal forma que |R,(x) | < € para n > m. 


+ 
Е.(х) = 2 (—1)x* por tanto, 


+ ос 
= р y шр = |5 саду 


+ о 
i.q = LX с 


= dq 
(a) Tenemos que encontrar m de forma que para n > т se verifique КЕ"-1 < 0,000001 o sea 1/277! < 0,000003. 
Como 1/2:" = 0,000004 y 1/219 = 0,000002, m = 19. 


(b) Tenemos que encontrar m de forma que para n > m se verifique 1(1) ^ < 0,000001 o sea 1/4"-1 < 0,000005. 
Resulta m — 9. 


Demostrar que si una serie Zc,x* es convergente рага x = x; y que si |х,| < |х,|, la serie es absolutamente convergente 
para x — xs. 
Como схі es convergente, lim cx? = 0, ver Teorema XV, Capítulo 47, y (сс ) estará acotada por ser 


oo 
convergente, luego 0 < |с,х1| < K para todos los valores de л. Supongamos |x;/xi| =r, 0 <r < 1; tendremos 


[с = | 62215 eye = |е, э/з! < Ке 


y 2 |c,x2|, рог ser término a término menor que la serie geométrica convergente 27Kr", es convergente. Así pues, la 
serie сүх es absolutamente convergente. 


Demostrar que una serie de potencias representa una función continua f(x) en el campo de convergencia де Ја serie. 


Sea f(x) = Хсх! = Sula) + КАО). Para un valor cualquiera, x = xp, del campo de convergencia de Zc;x' existe, 
según el teorema I, un intervalo 7 de x, en el cual la serie es uniformemente convergente. Para probar que f(x) es continua 
en x = Xp, es necesario demostrar que Jim х, + Ax) — f(x.) | = 0 con x, + Ах perteneciente a Г; es decir, ten- 

x—0 


dremos que demostrar que, dado un e tan pequeño como queramos, existe un Ах de manera que x, + 4х pertenece a 1 
y |/(х + 4x) —f G9) | < €. 
Ahora bien, si Ax es tal que xy + Ах pertenece a I, 


(i) | (zo + Да) — f(xo) | 


| Sa (Zo + Ax) + Ка (до + Ax) — $„(жу) — Ка (хо) | 
| S. (£o + Ax) — 5,(2о) | + |Raílxo +2)| + |К, (до) | 

Dado un e, como x, + Ax pertenece al campo de convergencia de la serie, зе podrá encontrar en m > 0 tal que, 
siempre que n > m, se verifique | Ra(xo + Ax) | < «Зу | ВЁ„(ху) | < €/3. Por otra parte, como S,(x) es un polinomio, 
se podrá tomar Ах, todo lo pequeño que se desee para que | S.(x, + Лх) — Sulxo) | < «/3. Elegido de esta forma 


Ах, 1х, + Дх) | se mantendrá menor que e/3, con lo cual la serie es uniformemente convergente en 1, ya que el valor 
de | К„(ху) | no se altera. Así pues, por (i) 


| (zo + Ax) — f(x) | < «/3 + 48 + 4/8 = е 


Por consiguiente, f(x) es continua para todos los valores de x pertenecientes al campo de convergencia de la serie. 


IN 


Demostrar que si Zc,x! converge hacia la función f(x) en un intervalo dado, y que si x = a y х = b son dos valores 
pertenecientes a él, se verifica 


Б b b b b’ 
f fix)dx = | сойх + | ахжах + | caiz’ de doc + | Cn-1 2°! dz + 
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14. 


15. 


16. 


Supongamos b > a y pongamos f(x) = Zce;x '— S,(x )-- R,(x). Tendremos 


f (e de = f so de + f ње zs 
f Mu dec f S. (2) d f UR) de 


Como Ecx‘ es convergente en un intervalo, |х| < Р y la serie será uniformemente convergente еп |x| < p < P que con- 
tienea x = ay x =b. 88 pues, dado ип є > 0 tan pequeño como queramos, se puede tomar n lo suficientemente grande 


y 


para que | Ru(x) | < ~ Para todos los valores de |x| < p. Por tanto, 


n s — f S. (x) de f vlr 2 5200-4) ыг 


ЇР f(x)dx — f S.(x)dx| = 0, у ( ла = 3f аа 


como queremos бек 


А 


„im 


Problemas propuestos 


Determinar el campo de convergencia de las siguientes series: 

(а) х + 22! + За? + 446 + > à *-. + аи лан + С 
а ава ва ак Оте nun rep ш: 
O «-+®- +. (Р dm + пазу pq 


(2) La serie obtenida derivando (а) término a término, 
(8) La serie obtenida derivando (5) término a término. 
xi x? x* 


125^ 1E 1+ 3i тта З 


(Л La serie obtenida derivando (i) término a término. 
(k) La serie obtenida derivando (j) término a término. 
( La serie obtenida integrando (a) término a término. 
(m) La serie obtenida екЫ (c) término a término. 


22 (ж — 2) (2-2) (х — 2) "A 
(п) (x—2) + 1 + тта + “Ч + 


O x+ 


q EN SES _ 3%—2 , (8-2  (3x—2y 
€ a + + агаа з Яана сад 
(q) La serie obtenida derivando (n) término a término. 
(r) La serie obtenida integrando (n) término a término. 


2 3 4 
A + (1) + (122) + Eget лар 
1. х + 6х + 7 y (rt + ez +7) (23 + 6z + 7): 
D ырны шшш o касы; 
Sol. (а) —1<х<1 (е) —1«x«1 (m) todos los valores de x (5) x«t 
фу —1zxzl1 0) —1<х<1 (mM 1zx x3 (0 x<-—i, 
(c) todos los valores de x () —1<х<1 (о) 0<x<6 x1 
4) —5 <х <5 (0 — <х<1 (p —1<х < 7/3 (u) —5 < x < —3, 
(e) —1<х<]1 (k) —1<х <1 4) 1<х<3 —3«x«—1 
(f) todos los valores de x 0 —1<x<l (r) 1<x<3 
Demostrar que una serie de potencias se puede derivar término a término dentro de su campo de convergencia. 


Са 


. Aplicando 108 
1 


LEE I [С 


+ со eo + со 
Ind. f(x) = Y es! y 5 d (с.х) = $ је; 2"! es convergente para |х| < lim 
[EI] = ах j=1 
teoremas 1, II y У demostrar f { f(x) de = f(x). 


Demostrar que la representación de una función f (x) en potencias de x es única. 
Ind. Sea f(x) = 25,2 У f(x) = Znx" en |х| са +0. Hacer x = 0 en Z(s, — f,Jx" = 0, 2 25, — faja” = 0, 
4% 


da 20. — x" =0, “л y obtener s = у, j = 0, 1, 2, 3. * 


Capitulo 52 


Desarrollo en serie de potencias 


UNA FUNCION se puede desarrollar en serie de potencias de x siguiendo varios procedimientos, por 
ejemplo, prolongando indefinidamente la división 
1 0) 
Ч тэ xcd E 


(Obsérvese que, por ejemplo, para x — 5 la expresión anterior conduce a un resultado absurdo. 


En el Problema 1 se demuestra que la serie (7) solo equivale a y en el intervalo |x| < 1, es 


[== 
дест, 
1 


[с UPA AAA A сл A ll 


En los Problemas 2-3 se indican otros métodos para desarrollar una función en serie de potencias. 


METODO GENERAL para obtener el desarrollo de una función en serie de potencias de x y de (x — a). 
Para ello es necesario que tanto la función como todas sus derivadas estén definidas para x = 0 
o x = а. Por ejemplo, las funciones 1/х, In x, y cot x, по admiten un desarrollo en serie de poten- 
cias de x. 


Serie de Maclaurin. Si una función se puede representar por medio de una serie de potencias 
de x, ésta es necesariamente de la forma, serie de Maclaurin, 


f O, LO ангир 


X < d /е- (0) 


(n— 1)! al + Us (2) 


х + 


Јо) = 100) + =r ХР 


Serie de Taylor. Si una función se puede representar por medio de una serie de potencias de 
(x — a), ésta es necesariamente de la forma, serie de Taylor, 


јод = à + Lear £O ap LA may Р 
у=” (а) F 
ы ло, ерк 


(Ver Problema 4.) 


En el próximo capítulo trataremos del intervalo en el que una función f(x) se puede representar 
por una serie de Maclaurin o una de Taylor. En las funciones consideradas en este libro, el inter- 
valo en el que se pueden representar mediante un desarrollo en serie coincide con su campo de con- 
vergencia. (Ver Problemas 5-11.) 


Otra expresión muy bb RR en la serie de Taylor es 


tte (0 


fa +® = ла) + duh 42740 +) + e 


que se obtiene de (3) sin más que sustituir x por a + h. 
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1. 


Problemas resueltos 


La serie de potencias 1 + x + x*-Fx*-F 545 Ex" + + es una serie geométrica con a=] y ғ = х. 


. . . a 1 
Рага |"! = |x] < 1, Та serie converge hacia ҮШҮ" ту? рага |r] = |x| > 1, la serie es divergente. 


Derivando repetidamente la serie del Problema 1, obtener otras series de potencias 


(i) І + 2х + 3х + 4x? + 5e + пи" + 
D 2 + бх + 12x? + 20x? + ->t + nn dtm Rose 


Integrando repetidamente entre los límites O y x la serie del Problema 1, obtenemos 


"T 1 1 1 1 
-— y? __ уз — yt ... — y” . 
(ш) Хр Бэрх! үх + + ж" + 
(iv) Те + lo + Та + d ++ + olo pa + 
2 6 12 20 n(n + 1) 


Determinar la serie de potencias у = £e,x" que satisfaga las condiciones: 
(i) у = 2 para x = 0, (ii) y” = 1 para x = 0, y (lii) y” + 2y' = 0. 


Consideremos 


(a) y =t 6х + eX? + сх%® + >: 

(5) y! = сү + 2с,х + Fax? + 4сүух3 + c 

(с) y” = 2c + 6cyx + 12c,x? + 20с„х% + 

De (a) con x = 0, yc 2 obtenemos c, = 2; de (b) con x = 0, у’ = 1 obtenemos c, = 1. Como y” = —2y', tendremos 
2c, + 6c,x + 12с,х? + 20c,x? + +++ = —2e, — 4с„х — bex? — Bex? — 

de donde se deduce que с; = —c, = —1, с = —8c4, = $, ca = — ће = —4, +: + Por tanto, у = 2 + x — x? + fx? 


— ix* + + ез la serie pedida. 


Suponiendo que (i) f(x) y todas sus derivadas están definidas para x = a y que (ii) se puede representar mediante una 
serie de potencias de (x — a), demostrar que esta serie es 


к —1) 
Јо) = fa + Oaa + LO a a} + ++ + AL зү аа)" "+ 

Sea la serie 
(a) FO = ca + ex — а) + сх —ay + сх —af + cd са (х— ај") + + 

Derivando sucesivamente, tenemos p 
(b) Го) = c, + 2с(х——а) + 3су(х — а) +, 4c(x— a? + 035 + пс, (х —– а)" + + 
(c) ГО) = 2e + 6c(x — a) + 1e (xa — af + 20e -— a) + ccc + (п + Data (х— ај“ + с 
(d) Рх) = беу + 24e (x — а) + 60e (x — ај: + >>: + (n + 2)0 + Diner la —ay + > 

Haciendo x = a еп (a), (Б), (с), + + - se deduce 

Со = f(a), с = f (a), Ca = 3 а), eg Cnel 7 — T— af" M (а), * 


Efectuando estas sustituciones en (a), obtenemos el desarrollo en serie de Taylor. 
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En los Problemas 5-10, obtener el desarrollo de la función en potencia de x o de (x — a), segün se indica, 
en las hipótesis de este Capítulo y determinar asimismo el campo de convergencia de las series. 


5. e ?'ien potencias de x. 


јод =e f ! 
То) = —2е“-= fO = —2 
A f => 
Г) = 236-22 f'9--—2 
2 3 4 x 
De donde ете = 1-2 + Зе Фр + и - о. + чу + 
ү 2541 x" tl n! А 2 
Vds um xp assis is e o Mm ese meg 


la serie es convergente para todos los valores de x. 


6. senx:en potencias de x. 


Ја) = ѕепх 10) =0 
Рх) = сох fO = 1 
Г (х) = —sen х 170) = 0 
f x) = —<os х 17700) = —1 


Сиси ээг. 


си 


Los valores de las derivadas para x = 0 forman ciclos де 0, 1, 0, —1; por tanto, 


- 1 
senx = 0 + lx + үрг + сүүж» qe + 31* ш 
= х? x х! ar Жж a-l a tet. weno 
uil ub ПИ I MMC E UN гета 
: хээ (RD!  , , 1 " 
Сапе dm. aa a рт траг ин: 
la serie es convergente para todos los valores de x. 
7. in(l + x); en potencias de x. 
Јо) -In(l-cx 10) =0 
1 
1700 BEEST 140) =1 
ed 1 РР, 
f''(x) =— + 1700) --4 
1:2 m 
fo трут f (0) = 2! 
115253 
10 =— 0r "O = —3! 
Р 1 1 ) = х? TAM X а.а 1-1 qe . 
or tanto п(1 +x с а тада a E To nue eps 
== mE ЕО e ... Cres sd " E E 
= ох 2*t3* qa + (—1) UE 


Segün el Problema 1, Capítulo 51, la serie es convergente en el intervalo —1 « x <1. 
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8. arc tag x; en potencias de x. 


јод = arctagx 10) =0 
FO) = qa o ГО) =1 
170) = —2x + 437 —6x* + 66e 770 =0 
FU) = —2 + 120 — 30" + · - · 1770) = —2! 
Рх) = 24x — 120x* + · - · "© =0 
FO) = 24 —360x* + · · · Го) = 4! 
FU) = —720х + +++ ГО) =0 
fx) = —720 + f"49 = —6! 
2! 4! 6! 
arctag x = A рх ра +. 
х? x* x хээ 
гуйх uoc cg ue pn эд [e 


Según el Problema 7, Capítulo 51, el campo de convergencia es —] < x < 1. 


9. е"; en potencias de x — 2. 


Ја) = e" 70) =e 
Fa) = je" FO) = фе 
f(x) = le $0) = е 


et = рза 2+4 = жээ. 2 Er LEE 


a—Y 27(n—D0!'| 1 |x — 2] lim 10 


ет «—2;4 | 2 а 


m +00 


La serie es convergente para todos los valores de x. 


10. In x; en potencias de x — 2. 


Јо) -їйх 10) =In2 
Га) =x ГО) =>+ 
FU) -—x1 772) --4 
1776) = 2x1 /70)-1 
Г"а) = 7ч о --4 


2527929*»999222»92  ^»»4222929*29*25 


a Z ll D c1 111111 17 


16—2 (10-23 36—2*,.. 


1 
шу ема? + ар 4 31 8 4! 
aniy зу к йе Бн ноту а: 
Е зэл 8 24 64 
е (х — 2y +1 p 2"п Зо E ^ n rs 23 
Como Jm ran qocm 8-2 үүр” ээ аа 


la serie es convergente para |х —2| < 20sea0 < x < 4. 


Para х = 0, la serie es In 2 — (serie armónica) que es divergente; para x = 4, la serieesIn2 + 1 — & + +—1 +: 
que es convergente. Por tanto, la serie es convergente en el intervalo 0 « x < 4. 


11. Desarrollar en serie de Maclaurin la función 4/1 + sen х = sen х + cos kx. 
Sustituyendo x por $x en el desarrollo de sen x (Problema 6) obtenemos 


1 1 x? x5 x! 
Süd SU 70-11 ^ 098] c omes rit 
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Derivando este desarrollo, obtenemos 


1 1 x? xt x* 
cos ух = 2423 72531 2541 a6] +} 
asm == х? + х x* + +. 


23-21 Т 2-4! 29-61 
Por tanto, 
Мз + улсы зы куз жае. ЖЫКЫ EE EET сы. алс 
е: 24 2 2-21 2-31 21-41 ^ 2-51 , 


todos los valores de х. 


12. Obtener el desarrollo de Maclaurin de e% = = e • elco 2—1), 


Aplicando e* =1 +u + fy b aps y и = созх —1 = — 20 + E — Zoos llegamos a 
пера а жс ind 


13. En el supuesto de que todas las operaciones necesarias sean válidas, demostrar que (a) e'* = cos х + i sen x, (b) e-* 
= cos x — i sen x, (c) sen x = (е — e-/2i, (d) cos x = (6 + e-'5)/2, siendo i = Y —1. 


zi z? 2* 25 
а E uU UN c EE 
122 e» (x9? , (G* (х) Y Actes Xt n LO a 
(а) e* = 1 + GO + d ar ле cd paw ар ор ph 
2 5 
= (1-3 + i— o) tif at] m 


(b) e-* = cos(—x) + ¿sen (—x) = cos x — i sen x. 
(c) e'*— e-'* = 2i sen x; luego, sen x = (е — e-'22i. 
(d) e= + e = 2 соз x; luego, cos x = (е + e-*5)/2. 


Problemas propuestos 


14. Demostrar que (a) Las series (i) y (ii) del Problema 2 son convergentes para |x| < 1; (5) (iii) convergentes para —1 
< x < 1; (с) (iv) convergentes para —1 <x < 1 


15. Demostrar que (a) La serie obtenida sumando las (1) y (11) del Problema 2 son-eonvergentes para |х| < 1; (5) la obtenida 
sumando las (iii) y (iv) son convergentes para —1 <x < 1 


16. Determinar la serie de potencias y = Zc,x” que satisface las condiciones (i) y = 2 para x = 0, (Ш) у’ = 0 para x = 0, 
а 2х2" 
ii) у — y = 0. 59 3 ... Micro = 
y у y Sol. y + + IL + ёл! 
17. Determinar la serie de potencias у = сүх" que satisface las condiciones (i) у = 1 para x = 0, (if) y” = 1 para x = 0, 


2 3 5 
y (lii) y” + y =0, Sol y = 1 Б ВП 42-03 
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18. 


19, 


20. 


21. 


22. 


Obtener los desarrollos en serie de Maclaurin: 


(a) costo = 1— 2 + z желе (Їр х + +.., para todos los valores de x 
(b seex = асое оаа —7/2 < x < 7/2 

2 24 720 : 
(с) tagg = a+ + үра® + ба + +, —g/2 xm < тј 


3 5 5 a т 1 
(d) arcsenz = а + ДЕ ИЕ нут С» -1« «1 
(e) ѕеп х = 54:22 ос 2 CL + (при "хе... para todos los valores de x 
2! 4! 6! (2n)! 8 


Obtener los desarrollos en serie de Taylor: 


Pte 2 xz cay A | c (um t i sv todos los valores d 
(a) e = efi + dore ыдыс сун 107 p para (Odes los valores dee 
ay а 
(b seng = зеп а + (z — a) cosa — EL sena — LGA cosa + :::, para todos los valores de x 
1 x— 3 X — 3 
(с) cosx = —|1— (x — Jr) p AIR ы ЭГ. '** |, para todos los valores de x 
v2 2! A 3! 


Obtener el desarrollo en serie de cos x derivando el correspondiente a sen x (Problema 6). Identificar la solución del 
Problema 17 con la función y — sen x + cos x. 


Obtener el desarrollo en serie де е, sustituyendo x por $x en e) correspondiente a e-?* (Problema 5). Sustituir, luego 
x por —x para obtener el desarrollo de e” e identificar la solución del Problema 16 con la función y = e* + e”. 


: : : 2х* 32x* 96x! f 
Obtener el desarrollo en serie de Maclaurin de sen? x = (sen x} = x? — + үст + - * +, para todos 
los valores de x. А 3! 3151. 317! 


= 3 5 ? 
-y* mu Lr. Е 2078 О ЗАА AE ... | 
23. Demostrar que |, e" ду = х 3-11 + 5:31 3.31 T , para.todos los valores de x. 
24. Obtener por división el desarrollo en serie de ту; con lo cual 
z 
dx 1 1 1 
= m dCi — —- уз — yi — y? ... 
arc tag x fae х 39 ЖЕ AE 


26. 


27. 


y comparar con el Problema 8. 


Aplicando el binomio de Newton obtener EIS 1+ Їр + 1:3 4 + 1:3:5 xë +- Con lo cual 
4 


1 

115257 58 m 
2 E de _ 1 1 
у= 248 2. 


агс зепх 


Obtener por multiplicación de los correspondientes desarrollos en serie: | 


| 
a? х5 2° p Ёс xš 
5 sen = 2 A NN ДУ ste х A om ш гаа discs 
(a) e seng шилийг 307 407 (b) e cosx је Ет 
Obtener sec х = еа hm — = со + сх + Cx? + сах? boc. Quitar denominadores en la 


última igualdad e identificar los coeficientes de igual potencia de x para obtener el desarrollo de sec x. 


* 


Capitulo 53 


Fórmulas de Maclaurin y Taylor con restos 


FORMULA DE MACLAURIN. Si f(x) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con- 
tiene al punto x = 0, existen dos números, x, y x; comprendidos entre 0 y x, de manera que 


? (2) (п—1) 
д) = fO) + Ба + а + 0 + (шз + Вибо) 
чепдо 2: 
Р.(х) = f PI y Я (Resto de Lagrange) 
о bien је (2 ») 


R(x) 


(n= oe zo)"'z, (Resto de Cauchy) 


J 


FORMULA DE TAYLOR. Si /(х) y sus n primeras derivadas son continuas en un intervalo que con- 
tiene al punto x = a, existen dos números, x, y ху, comprendidos entre a y x, de manera que 


f(x) = Да) + ТӨв а) + А ан Жин a) pono cr PIO (2 ay + Ка(х) 


(n — 1)! 
siendo s 
Ка(х) = f P) — a)", (Resto de Lagrange) 
о bien 
f? (2 ) : 
Ка(х) = (5-1) (r—z,)"!(z—a) (Resto de Cauchy) 


La fórmula de Maclaurin es un caso particular (a = 0) de la fórmula de Taylor. La fórmula 
de Taylor, con el resto de Lagrange, no es más que una variante del teorema del valor medio ge- 
neralizado (ver Capítulo 21). En el Problema 10 se deduce la fórmula con el resto de Cauchy. 


Los desarrollos en serie de Maclaurin y Taylor de las funciones f(x) obtenidos en el Capitulo 52 
representan a dichas funciones únicamente para aquellos valores de x que hagan 


lim Ба (5) = 0 
PRINCIPALES DESARROLLOS EN SERTE. A continuación se exponen los desarrollos en serie, junto 
con los intervalos en los que son válidos, de las funciones más empleadas en el análisis matemático. 


(ax) , (ax) (ax)""! 


e = 1+аж + 21 + 31 doses {п — Т)! река Para todos los valores де x. 

Хпах = ах — бар шир. lazy | сал e qose Para todos los valores de x. 
созад = 1- (ва). + сох -em. T (iy! dem gestes Para todos los valores de x. 
п(е t x) = Ina +2- + а + (- 1)*-3 Ag —a < z = а. 

arcseng = z + LE + ате Lo wu RI + -15z51 
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3. 5 1 2571 
arc tag x = a 4-4. + у + ҮЭ -15:51 
1 1 1 
lng = Ina + (8-0) — gg (ray + 3 (ay =н Б aera = ay pU 
0 < 2 = 2а 
эс 3 BEN 3 225 2-1 
er = els (х — a) + EIS . Et, uS +@— + Ss Para todos los valores de x. 
= a — ay 
snr = sena + (х – а) соза — E sena = et cosa RUE Para todos los valores de x. 
— qM = 3 
cosx = соза — (x—a)sena — со сова + EE sen a Foa Para todos los valores de x. 


Problemas resueltos 


1. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo де e* en serie de Maclaurin. 


fu 7) = e*; el resto de Lagrange es [R, (х)| = Tf Ma) = = 1а, siendo x, un valor comprendido entre 0 y x. 


x? 


R 
El factor = es el término general de e* = 1 + x + —— + 3T + · - · que, sabemos, es convergente para todos los 


3T ! 
: x 
valores de x. Por tanto lim LA = 0. Como el factor e? es finito e independiente del valor x, lim R,(x) = 0 (nú- 
п— + ср п— + со 
mero finito). En consecuencia, el desarrollo де e* es válido para todos los valores de x. 


2. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo en serie de Maclaurin de la función sen x. 
Sin tener en cuenta el signo f'” (x) = sen x o cos x, у 1А, (x)| = H [sen х,|, о bien, Lon cos xol, siendo x, un va- 
lor comprendido entre 0 y x. n 2: 
х" 
Ahora bien, --- xtA 0 cuando л — + œ. (Problema 1) y ¡sen x,| у [cos x,| no pueden ser mayores que 1, con lo 
que lim А, (х) = 0. Por tanto, el desarrollo es válido para todos los valores de x. 


n--—- со 


3. Determinar el intervalo en el cual cos x se puede representar por el desarrollo de Taylor en serie de potencias de (x — a). 


Aplicando el resto de Lagrange, |R,(x)| = de e [sen xoi, O bien, 2 — 9*1 Seri соз xol, en donde x, está com- 
prendido entre a y x. n n! 
Como манан — 0 рага n — +œ, y además [sen x,| y [cos х,| son inferiores a la unidad, lim А,(х) = 0, 


A — + со 
con lo que la serie representa cos x para todos los valores de x. 


4. Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo en serie de Maclaurin de la función In (1 + x). 


— 1)! 
пыр : siendo x, y x5 valores comprendidos entre 0 y х. 


En este caso f'»(x) = (—1)*—! dix 


(a) el resto de Lagrange es 


E: pa (n-i! _ o х N 
Ex) e MESE S "Еј n G + =) 2 
b) et resto de Cauchy es 


(=n) (п – 1)! ala — 24)" ' 
Р, О рта е ш a сс 
(x) (-1) (n — 1)! (1+ ana (-1) (1+ ey" 
Cuando 0 < х «x xl, 0cx <1+ y eN aplicando (a), 
х У 1 3 27 
¡Rua = iG) « x y um. R.(x) = 


Cuando —1 < x < ас < 0, tendremos 0-1-4Х-143Х y кесе 1 


Yx « Гэх Aplicando (b), 
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9. 


п. 


12. 


13. 
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al “сар” * 2-1 ё a= 
жш = EZET AS ш 
(1+ ze 14-55 1+ 1+2" 1+2* 14-45, ltr 
. * * * " 2: + |2] 
Ahora bien, como 1 > Ја, х0 < 20 |æ], xy + |] < || + le] y dise ~ lx]. Tendremos, 
z 
0 
||“ . _ 


Por tanto, el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x) es válido en el intervalo —1 < x x 1. 


En el desarrollo en serie de Maclaurin de e*, demostrar 


| Ra) < ре parax<0 у Ra) 


х" 
Del Problema 1, R,(x) = pr E™ siendo x, un valor comprendido entre 0 у x. Para x < 0, e" < 1; luego 


|К„(х)| « bal Para x > 0, ею < e*; luego, R 


En el desarrollo en serie de Maclaurin de In (1 + x), demostrar 
[РА ] 
ја“ | 


aa F F para —1<2<0 


Re) < z para 04:51 у ¡Rm < 


, Siendo х, un valor comprendido entre 0 y x. Para 0 < x, «x <1, 


del Problema 4(а), | IG 


1 1 
Fm < 1; luego, j|R.(x) < z Para —1<xz<x<0, l+r>1l+x y. 


12"| 
IR, (2)| < па + 2) ` 


1 
1-3 < Ту les 


Problemas propuestos 


Determinar el intervalo en el que es válido el desarrollo en serie de Maclaurin de la función cos 1 
Sol. Para todos los valores de x. 


Determinar los intervalos en los cuales (a) e* y (b) sen x se pueden representar mediante una serie de Taylor en poten- 
cias de (x — a). Sol. Para todos los valores de x. 


Demostrar que In x se puede desarrollar en serie de Taylor de potencias de (x — a) en el intervalo 0 « x < 2a. 


* 


(alle — 22)": z-z" 


(y 


< 1. 


Ind. |Ё„(х)| = Рата 0 «x «a у para а < x < 2а, 


v, 


Supongamos que Т viene definido por eu 
К = Ла) + 9 6-а + 0 ьа ++ + D aye + ТФ а) 
у зеа 1 )! 
(а—1) 
Fl) = fb) + flx) + Fea a + [Doa o атти + Та) 


Razonando como se hizo en el Problema 15 del Capítulo 21, obtener la fórmula de Taylor con el resto del Cauchy. 


(a) Haciendo x? = а + @(х — а), siendo 0 < 6 < 1, en la fórmula de Taylor con el resto de Cauchy, demostrar 


Еш = PRO 0р aee a) 


(n — 1)! 
199 (х) 


(b) Demostrar que К„(х) = (1-0) (1 — 0)* х" en la fórmula де Maclaurin. 


Demostrar que 


1 А ; . А 
1—5 se puede representar por su serie de Maclaurin еп el intervalo —1 < х < 1. 


пи — ду = ха 1—0 
Ind. Del Problema 11 (b), К„(х) = Ae. 0-0 < I. Para |х| < мана «1 у 1-—0x > 1— |х|. 
+o ра 
(a) Demostrar que xe? = ту P x^, para todos los valores de x, y ту? — = e; idem, (x! + де" = 5 Y y 


і= 1 i=l ! i=l 


oo + 00 nt 
2, ят 2е. (5) Obtener 27 ын = 5е у X AT” 15e, 


+ со а 


Capitulo 54 


Cálculos con series de potencias 


LAS SERIES DE POTENCIAS se emplean, con frecuencia, en la realización de tablas de logaritmos 


1. 


de funciones trigonométricas y en diversos cálculos como los que vamos a considerar. 


Cuando se toma como valor de una función la suma de los n primeros términos de su desarro- 
по en serie de potencias para un valor dado de la variable es necesario conocer el error que se co- 
mete al efectuar dicha aproximación. Para ello se aplican los teoremas siguientes: 


1. Si el desarrollo de la función f(x) está formado por una serie alternada y x = £ es un valor 
de su campo de convergencia, el error que se comete al tomar como valor de /(&) la suma de los n 
primeros términos de la serie es menor que el valor numérico del primer término despreciado. 


2. Siel desarrollo de la función f(x) está formado por una serie de Taylor y x — £ es un valor 
de su campo de convergencia, el error que se comete al tomar como valor de f(£) la suma de los n 


: : к М : : i 
primeros términos de la serie es menor que zu |х — ај", siendo M igual o mayor que el máximo 


valor de | f РХ) | en el intervalo desde a hasta £. 
Para una serie de Maclaurin, a = 0. 


Problemas resueltos 


Hallar el valor de 1/e con cinco cifras decimales: 


RUE 32202232 34:20. 26 c ые cM 

e => 1 Фот 377 + 1) =D + 
1 

еа ра ео рз 


1 — 1 + 0,500000 — 0,166667 + 0,041667 — 0,008333 + 0,001389 
— 0,000198 + 0,000025 — 0,000003 + · · · 
0,36788 


Hallar el valor de sen 62? con cinco cifras decimales. 


La serie de Taylor en potencias de (x — a) es 


— ау? ар 
зепх = sena + (х— а) cosa — 200 sen а — ETP сов а + DEO 


Tomamos a = 60°, ya que es próxima a 62? y sus funciones trigonométricas son conocidas. Tendremos 


х—а = 62° — 60° = 2° = 1/9 = 0,034907 
sen 62° = 443 + 4(0,034907) — 14/3 (0,034907)* — ү, (0,034907) + · · - 
= 0,866025 + 0,017454 — 0,000528 — 0,000004 + «++ = 0,88295 


Hallar el valor de In 0,97 con siete cifras decimales. 


E Ei ИЕ MM eet pes 
ln (a-z) = lna — = Bal За? ng* 
Tomamos a = 1 y x = 0,03; por tanto 
In 0,97 = — 0,03 — 4(0,03)* — 4(0,03)* — 1(0,03)* — $(0,03) — · - - = —0,0304592 
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4. Determinar el nümero de términos del desarrollo en serie de In (1 + x) que hay que tomar para que el error cometido 
al hallar el 1п 1,02 sea menor que 0,00000005. 
(0,02): (0,02)? (0,023 ы 
nex eur С 


Como se trata de una serie alternada, el error cometido al despreciar todos los términos posteriores al que ocupa 
el lugar n es menor que el valor numérico del primero que se desprecia. Por tanto, todo consiste en buscar qué término 
del desarrollo tiene un valor numérico menor que 0,00000005. Se hace por tanteos. 

(0,02)? (0,02)* 


qom 0,0000027 4 


In 1,02 = 0,02 — 


= 0,00000004 


Por consiguiente, habrá que tomar 3 términos para obtener la precisión requerida. 


5. Determinar el valor de x para el cual sen x se puede sustituir por x con un error menor que 0,0005. 


sen x = x — x*/3! + * + - es una serie alternada. El error que se comete al tomar solamente los dos primeros 
términos es menor que [x?|/3 ! Para que |x?|/3 ! = 0,0005 debe ser |x?| = 0,003 ó sea |x| = 0,1442; es decir, |х| < 8'15', 


6. Hallar entre qué valores debe estar comprendido un ángulo para que el valor de cos x, calculado con los tres primeros 
términos del desarrollo en serie de Taylor en potencias de (x — 7/3), venga dado con un error menor que 0,00005. 


Isen х, | 
3! 


Como [ѕеп xy| < 1, |R! < 4 |х — 2/3|° = 0,00005. 


Сото /f'''(x) = sen x, |Кз| = |х — 2/3|*, siendo x, un valor comprendido entre 7/3 y х. 


Por tanto |х —z/3| < 4/0,0003 = 0,0669 = 3750". Por tanto, x debe estar comprendido entre 56°10' y 63950”, 


7. La Fig. 54-1 representa un arco de circunferencia terrestre de 160 kilómetros de B 


Re 
longitud. Hallar la flecha o separación máxima entre la cuerda y el arco, D COLERE 


Sea x la flecha pedida. Tendremos, x = OB — OA = R — Rcosa, siendo : 
R el radio de la Tierra. Como el ángulo a es редиебо, aproximadamente, © 
cosa = 1 — 12, y R e 


x = R(1 — (1 — 4a?)) = ¿Ra? = (Ra)!/2R = (80)/2R 
Tomando R = 6 400 kilómetros, x = + kilómetro. Fig. 54-1 0 


8. Deducir la fórmula aproximada sen Ал + x) = iv2ü + x) y aplicarla para calcular sen 43°, 
Tomando los dos primeros términos dei desarrollo de Taylor, tenemos 
sen (фл + x) = sen ła + хсоѕ јл = 4vV2-4 фу2х = 20 + х) 
sen 43° = sen [іл + (—4/90)] = 44/2(1— 0,0349) = 0,6824 


9. Resolver la ecuación cos x — 2x? = 0. 
Sustituyendo x por sus dos primeros términos 1 — $x? de la serie de Maclaurin, tenemos 
1--432-423Х1-0 ó 2—5х%= 
Las raíces son --4/10/5 = +0,632. Las raíces obtenidas aplicando el método de Newton son 4-0,635. 
LT g? 


10. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias lim ——————. 
x0 sen x 


x a q? a 
MEC (esf a ) GI 3 ) 
ao dena? 9 саш 233: 263 
терра 
22 + 20/81 + +: 2 + х738 +- 


= Нш T аве 
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1,1 
11. Desarrollar f(x) = x* — 11x? + 43x* — 60x + 14 en potencias de (x — 3) y calcular | f(x) dx. 
3 


f(3) = 5, /'(3) = 9, f'"(3) = —4, / (8) = 6, f" (3) —24. Luego, 
f(x) = 5 + 9(2—8) – 2(2 — 3) + (x — 3): + (х — 3)* 


f fla) de = 5æ + 42-39 — $( —-3* + 1(—3Y* + ¿a — 3) 


1 
12. Hallar f ЗӨЦ ds 
0 х 


ѕеп х 
х 


La dificultad de esta integral reside en que la integral f - dx no se puede expresar por medio de funciones 


elementales. Sin embargo, 


1 1 3 5 7 1 1 4 8 
sen z 2 Dl qa 22322047, 2 A 232836, 
J Uds £i sr p 0413 ја: E $6 З то л Jaz 
e 1 


m HE с? a ш! S 
EO Лат O UE CL 
El error cometido al tomar sólo cuatro términos es < ies = 0,0000003. 


9-9! 


Problemas propuestos 


13. Hallar con cuatro cifras decimales: 
(a) e-* = 0,1353, (b) sen 32? = 0,5299, (c) cos 36° = 0,8090, (4) tag 31° = 0,6009. 


14. Hallar los valores de x para los cuales 
(a) e” se puede sustituir por 1 + x + x° con un error menor que 0,0005 
(b) cos x se puede sustituir por 1 — $x? con un error menor que 0,0005 
(c) senx se puede sustituir por x — x?/6 + x*/120 con un error menor que 0,00005 
Sol. (a) |x] < 0,1, (b) |x| < 1857', (с) lx] < 47° 


15. Hallar mediante un desarrollo en serie de potencias: 


д зе cett е word ЗОЛ хэм” нел RUNDE C . соз х — созк — 
(а) lim x? 37023 (9) lim a? 706! (о) lim senhz —senz ——' 
16. Hallar: 
т/% 1 0,5 d 
(a) f (1 — $ seng) "de = 1,854, (b) f cos Vz dz = 0,76355, (с) f 1 P — 0,4940. 
o с "eb 
17. xd longitud de la curva y — x?/3 desde x — 0 a x — 0,5. 501. 0,5031 


18. Hallar el área limitada por la curva у = sen x* desde x — 0 a x — 1. Sol, 0,3103 


Сарйшо 55 


Integración aproximada 


b 
UN VALOR APROXIMADO de la integral definida V f(x) ах se obtiene aplicando las fórmulas que 


veremos a continuación, o bien por medio de integradores mecánicos. Los procedimientos de inte- 
gración aproximada se emplean cuando la integración ordinaria sea muy complicada, cuando una 
integral indefinida no se pueda expresar mediante funciones elementales, o bien, cuando el inte- 
grando f(x) venga definido por una tabla de valores. 


b 
En el Capitulo 34 hemos obtenido un valor aproximado de ( f(x)dx dado por la suma 


n 
За = У Кх.) Ax. Para obtener S, se interpretó la integral definida como un área, la cual se di- 
к= 1 
vidía en л franjas y зе aproximaba el área de cada una de ellas а un rectángulo efectuándose, a соп- 
tinuación, la suma correspondiente a todos ellos. Las fórmulas que veremos seguidamente solo 
difieren en la manera en que se tomen los valores aproximados de las franjas. 


FORMULA DE LOS TRAPECIOS. Sea el área 
limitada por la curva y — f(x), el eje x y las 
ordenadas en los extremos x — a y x — b. 
Dividamos dicha área en n franjas verticales 
de anchura h = (b — а)[п (Fig. 55-1) y соп- 
sideremos la franja i limitada por el arco 
P,- Р, de у = f(x). Un valor aproximado del 
área de esta franja es 


ih(f[a + (£— 1)A] + fla +1h)) 


que es el área del trapecio que resulta al sus- e = 3 < 3 
tituir el arco Р; — P, por el segmento rectilíneo ees ПРЕ 
P,-, Ра. Al efectuar esta sustitución en todas > zo 
las franjas (el símbolo ~ se debe leer «aproxi- E 
madamente igual»), 

Fig. 55-1 


ЭТЭ 
+ + BU[a (n= Dh] + /()) 
о sea f Кајак ~ 2 (f(a) + 2f(a +h) + 2f (а + 2h) (1) 
2 +» +2f[a - (n — 1)h] + f(b)) 


FORMULA DEL PRISMATOIDE. Dividamos el área definida por la integral f f(x) dx en dos fran- 


jas verticales de anchura h = КВ — a) y sustituyamos el arco P,P,P, de la curva у = f(x) por el 
arco de parábola у = Ax? + Bx + C que pasa рог los puntos Ру Р, Р,, como se representa en 
la Fig. 55-2. Como se demuestra en el Problema 1, se llega, después de efectuar algunos cambios 


en la notación, a 
f fas ~ aL + “\® 5 j + 2 0) 
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a atb b 
2 


Fig. 55-2 


FORMULA DE SIMPSON. Supongamos que el área que se trata de hallar la dividimos en n — 2m 
franjas de anchura Л = (b — а)[п, como indica la Fig. 55-3. Aplicando la fórmula del prismatoide 
para hallar el valor aproximado del área limitada por cada uno de los arcos P¿P,P,, P¿PyP,, . 
Pm 2 Руп—1 Pam, tendremos 


+ +з 


b 
f ras ~ È (Ка) + 4f(a-- В) + ада +28) + аа +3h) + 2f(a+4h) — (8) 
+ +++ +2f[a + (2m — 2)ћ] + 4f[a + (2m — 1)h] + f(b)) 
INTEGRACION MEDIANTE UN DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS. Este procedimiento 
consiste en sustituir el integrando por los n primeros términos de su desarrollo en serie de Maclaurin 


o de Taylor. El método se puede aplicar siempre que el integrando admita un desarrollo de aquel 
, tipo у los límites de integración pertenezcan al campo de convergencia de la serie . (Ver Capítulo 54.) 


Problemas resueltos 


1. Dada la parábola y = Ax? + Bx + C, que pasa por los puntos PE, yo), 


ЛЕ + Л: ») y Р,(т, y), como indica la Fig. 55-4, demostrar que 


n dx — n—é 
"md = -5 0% tn + ya). 
Tendremos | : ydx «f. (Ax* + Bx + C) dx 


= IZ AB + Eg + 79 + 186 + n) + 3C) 


Como у = dx? + Bx + С pasa рог los puntos P, Ру, Pa, ве verificará: 


ys = A+ B+C 
БҮҮ £n 
нэ (£i ) T s (52 )* С 
y = 47 + В + С 
у yo + 4p + уз = 2[А(+{ +з) + 886 + 7) + 3C] 


" 
Por tanto, f удх = 2 ©. £ (yo + 40. + ya) 
[3 
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12 
2. Calcular el valor aproximado eeu 1r» , por los cuatro métodos y comprobar los resultados efectuando la inte- 
gración о 


Fórmula de los trapecios, con n = 5. 


Aquí, ^ 20-04 = 0,1. Portanto a = 0, a + h = 0,1, а + 2h = 0,2, a + 3h = 0,3, a + 4h = 0,4, b = 0,5. 


24 d 0 1 
1 гүрж ~ UO 42402) + 2/(0,2) + 2/(0,3) + 2/(0,4) + /(0,5)] 
9 
1 2 2 2 2 1 a 
Е a + то + 104^ 109 116" zs) a n 


Fórmula del prismatoide. 


—0 1 


dz 1,1 64 40 _ 1 а 
1 рак тат = ¡7(1+3,76471 + 0.8) = 0,4637 


Fórmula de Simpson, con n = 


4. 
Tenemos, À — 3-3 9-1 род 0, d4A =} 44251. 8498 фка 
” um TRR” , , , р 


172 
dz 1 1 
DENM E а ems 4 2 
1 тега (а + ТЕА ИДЫ г + {тир + тыр) 
1 256 256 2 
=з (1+ ++ + 4) = 0,4637 


Desarrollo en serie, utilizando 7 términos. 


2 ix 3 5 T 9 11 1371/3 
f ifa ~ | (1—2!- 2% да о + ајд» = ota il 
• " 


122 TENTE мар CS 1 
2 5-2 7.2 9.3 11-017 18-29 


~ пи + 0,00625 — 0,00112 + 0,00022 — 0,00004 + 0,00001 = 0,4636 


otra 


1/2 de 1/2 
Integración. | z = arctagx = arctag } = 0,4636 
o 1+2x : 


3. Hallar el área limitada por у = е-=, el eje x, у las rectas x = 0 y x = 1 aplicando (a) la fórmula de Simpson соп 
п = 4 y (b) el desarrollo en serie. : 


(a) Tenemos, А = {; а= 0, а +А = {, а + 2А = }, а + ЗА = {, Ь = 1. 


1 
Ji €? dg = da + 4e 100 + 2e71^ + de M4 g71) 
0 


~ 141 + 4(0,9399) + 20,7788) + 4(0,5701) + 0,3679) = 0,747 unidades de superficie 


: 1 4 в 8 10 m 
(0) f в 4 оо» [ош ИЕ) 
a 9 


ri т5 х" p? m qe 1 
5 [= Я 6-8! vp $4 ИЕ тїт]. 
1 1 1 1 1 1 
з 75-81! 7-31 ^ 9-41 ^ 11-81 * 13-6! 
~ 1 — 0,3333 + 0,1 — 0,0238 + 0,0046 — 0,0008 + 0,0001 = 0,747 unidades de superficie 


1 — 
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4. 


5, 


6. 


11. 


12 


Un terreno está situado entre una valla rectilínea y un río. La anchura y (metros) del terreno a una distancia x de uno 
de los extremos de la valla viene dada por: 


x|0 20 40 60 80 100 120 
у|0 22 41 53 38 17 0 
Aplicar la fórmula de Simpson para hallar, aproximadamente, el área del terreno. 


120 
Aquí, л = 20 у | о) ах ~ hO + 4'22 + 2:41 + 4:53 + 2:38 + 4'17 + 0) 
0 
~ 3507 metros cuadrados. 
Una curva viene dada por el siguiente cuadro de valores: 


12 3 4 5 6 7 8 9 
0 06 09 12 14 L5 17 L8 2 


x 


y 


(a) Hallar el valor aproximado del área limitada por la curva, el eje х y las ordenadas extremas х = 1 y х = 9, apli- 
cando la fórmula de Simpson. 


(b) Hallar el valor aproximado del volumen generado еп la rotación del área del apartado (a) alrededor del eje x, apli- 
cando la fórmula de Simpson. 


(a) Aquí, h=1 y 
fra е 7 0 + 409 + 20,9) + 401,2) + 20,4) + 40,9 +2017 + 19 + 2} 
~ 10,13 unidades de superficie 
(5) л Ї угах x 5 {0 + 4(0,6) + 2(0,9)* + 4(1,2)' + 20,4)" + 4(0,5)* + 21,7)" + 4(1,8)* + 4) 


® 46,58 unidades de volumen 


Problemas propuestos 


Deducir la fórmula de Simpson. 


є 
Calcular el valor aproximado de | = aplicando (a) la fórmula del trapecio con n = 4, (b) la fórmula del prisma, y 
з 


(с) la fórmula de Simpson con л = 4. Comprobar los resultados por integración, 
Sol. (a) 1,117, (b) 1,111, (c) 1,100; 1,099. 


5 

Calcular el valor aproximado de | У 35 + x dx como en el Problema 7. 
1 

Sol. (a) 24,654, (b) 24,655, (c) 24,655; 24,655. 


Calcular el valor aproximado de [ In x dx aplicando (a) la fórmula del trapecio con m = 5 y (b) la fórmula de 
1 
Simpson con л = 8. Comprobar por integración. Sol. (a) 1,2870, (b) 1,2958; 1,2958. 


1 
Calcular el valor aproximado de | М1 + x* dx aplicando (a) la fórmula del trapecio con п = 5 у (b) la fórmula de 
в 


Simpson con n = 4. Soi. (а) 1,115, (5) 1,111. 
Calcular el valor aproximado de 7 IT dx por la fórmula de Simpson eon n = 6. Sal. 1,852. 
ё 


Aplicar la fórmula de Simpson para hallar (a) el área limitada por la curva y (b) el volumen generado en la rotación del 
área alrededor del eje x. La curva viene dada por 


1 2 3 4 5 
18 42 78 92 123 


x. 
y 


Sol. (a) 27,8, (b) 228,441 


Capitulo 56 


Derivadas parciales 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. Si a cada punto (x, y) de una región del plano xy se le hace 
corresponder un número real 2, diremos que 2 es una función, 2 = f(x, y), de las variables indepen- 
dientes x e y. El lugar geométrico de todos los puntos (x, у, 2) que satisfacen la ecuación 2 = f(x, y) 
es una superficie. Análogamente se definen las funciones w — f(x, y, z, ...) de varias variables 
independientes aunque, por el momento, no tengan una interpretación geométrica sencilla. 


El estudio de las funciones de dos variables difiere notablemente del de las funciones de una 
variable. Sin embargo, el cálculo de las funciones de tres o más variables es muy similar al caso 
de dos variables, En este libro trataremos, fundamentalmente, de las funciones de dos variables. 


Una función f(x, y) tiende al límite A cuando x — x, e y > Yə» si dado un є > 0 tan pequeño 
como queramos, existe un ô > 0 tal que, para todos los pares de valores (x, y) que cumplan la 
desigualdad i 


(i) 0 < v(r—xy + (у – уој- < 8 


se verifica: | f(x, y) — A| < є. La condición (1) representa un intervalo reducido del, punto (xp, Yo), 
es decir, todos los puntos excepto el propio (Ху, yj), situados en un círculo de radio 9 y centro 


(х, Yo). j 
Una función f(x, y) es continua en el punto (ху, yj) siempre que f(x,, Yo) esté definida y, además, 
li = : 
jum o5 О (Ver Problemas 1-2.) 
y — Уд 


DERIVADAS PARCIALES. Sea z — f(x, y) una función de las variables independientes x e y. Como 
x e y son independientes, podremos (i) variar x manteniendo constante y, (ii) variar y man- 
teniendo constante x, (iii) variar x e y simultáneamente. En los dos primeros casos, z es una 
función de una sola variable y se puede hallar su derivada de acuerdo con las expresiones clásicas 
que ya hemos visto. 


Si x varía permaneciendo constante y, z es una función de x y su derivada con respecto a esta 
variable x, 


f.(x,y) СЭР lim 12 Ал, Y) — f(x, y) 


дт àr-0 AX 
se denomina primera derivada parcial de 2 = f(x, y) con respecto a x. 


Si lo que varía es y permaneciendo constante x, z es una función de y y su derivada con res- 
pecto a y 
02 ) 2 : 


ду 45-0 Ау 


recibe el nombre de primera derivada parcial de 2 = f(x, у) con respecto a y. 
(Ver Problemas 3-8.) 


Si z está definida implícitamente como función de x e y mediante la relación F(x, y, z) — 0, para 


: : д д : : : шиг 
hallar las derivadas parciales = у 2 no hay más que aplicar las fórmulas de la derivación implí- 


д ду 
cita dadas en el Capítulo 6. (Ver Problemas 9-12.) 
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Las derivadas parciales anteriores admiten una in- 
terpretación geométrica muy sencilla. Consideremos la 
superficie z — f(x, y) de la Fig. 56-1, y sean APB y CPD 
las intersecciones con dicha superficie de los planos que 
pasando por P sean paralelos a los xOz e yOz, respecti- 
vamente. Si hacemos variar a x permaneciendo constante 
y, el punto P se desplazará a lo largo de la curva АРВ y el 


valor de x en el punto P es la pendiente de la curva 
APB en P. 


Análogamente, si hacemos variar y permaneciendo Fig. 56-1 
constante x, P se moverá a lo largo de la curva CPD, y el 


valor de = en P es la pendiente де la curva CPD en Р. 


(Ver Problema 13.) 


DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR. La derivada parcial 2 де 2 = f(x, y) se puede 


a su ыг Чепуаг E con dados: a ~ y а у, dando lugar а las segundas derivadas раг- 


д2 ô [ 22 М д2 
= 4 „(х, у) = H а) pos 2 Хас у) = за) Análogamente, де dy se 
: ez д2 
obtienen -; = fa (% У) = dx zl 3 Y or = f (A, y) = xm) E 23 
Si 2 = a y) y sus derivadas parciales son Хо es indiferente el orden de derivación, es 
: 222 д2 
decir, ду — дудх” (Ver Problemas 14-15.) 


Problemas resueltos 


Estudiar la continuidad de la función 2 = x* + y*. 
Para cualquier conjunto de valores finitos (x, y) = (a, b), 2 = a? + b*. 
Cuando x > a e у > Б, х? + yal + Ё. 
Por tanto, la función es continua para todos los valores de las variables. 


Las funciones siguientes, son continuas en todos los puntos salvo en el origen (0,0), en el que no están definidas. 
¿Cómo se puede hacer que sean también continuas en dicho punto? 


_ sen(x + у) 
(eese x+y 
Supongamos que (x, у) -» (0,0) a lo largo de la recta у = mx; tendremos z = кеек» E >1, 
: : і 3 sen (x + у) 
Se puede hacer que la función sea continua en todos los puntos definiéndola como sigue: z — EXC (х,у) 
# (0, 0); z = 1, (x, у) = (0, 0). 
E EN 
(b z= Puy 
== . f 1 A ыж АУ ANS 6 ER MU 
Supongamos que (x, у) > (0, 0) а lo largo de la recta у = mx; el valor límite dez = x y I depende 


de la recta que se elija. Por tanto, la función no se puede hacer continua en (0, 0). 


Hallar las derivadas parciales de primer orden en los Problemas 3-7. 


3. 


2 = 2x1 — Зху + 4y*. 


Considerando y constante y derivando con respecto a x, 57 5 = 4х — Зу. 


Considerando x constante y derivando con respecto а y, » = —3х + Ву. 


260 DERIVADAS PARCIALES [CAP. 56 


2 2 
4. = +. 
y x 
. . 2 2 
Considerando y constante y derivando con respecto a x, га = > — р 
. 2 2 
Considerando x constante у derivando con respecto a y, z = — E =. 
oz д2 
5. 2 = зеп (2х + Зу). эс“ 2 cos (2x + Зу), 3y = 3 соз (27 + 3y) 
д2 2xy y д2 a? 2xy 
= z 2 == + —_ == —— + 
6. 2 arc tag х'у + arc tag xy? E 17 2 + тїр! y 13 zy + ПЕР, 
7. 26733, 8: - е#+=(дх-+ y) = (22 y) 92 _ eñt (y) = zz 
И дх "ду 


8. El área de un triángulo viene dada por К = ¿ab sen C. Si a = 20, b = 30 у С = 30^, hallar las variaciones: 
(a) de K con respecto a a, suponiendo b y C constantes. 
(b) de K con respecto a C, suponiendo a y b constantes. 
(c) de b con respecto a a, suponiendo К y C constantes. 


ФК ~ _ 15 
(ау a 7 36 sen С = i(30Y(sen 30°) = >> 
дк 
(b) -gg = bab cos С = 4Q0)(30)(cos 30°) = 1504/3 
op 2E. 86 2К |  2abenC) 5. 3 
с ^ asenC' да тепс 7 аупс Па Н 2 


Hallar, en los Problemas 9-11, las derivadas parciales de primer orden де 2 con respecto a las variables 
independientes x e y. 


9. х + у: + 2: = 25. 


Solución 1. Despejando z obtenemos z = 44/25 — х? — y*. Por tanto, 
д2 x д: 203. 


—x _ —y _ 
дх + 25 — ха— у? 2 у ду + МУ 25— х? — у? 2 


Solución 2. Derivando implícitamente con respecto a x, tomando y constante. 


дг 


Derivando implícitamente con respecto a у, tomando x constante. 
Oz 
10. x*(2y + 32) + y*Gx — 42) + zx — 2y) = xyz. 


En este caso, sería muy complicado seguir el procedimiento de la solución 1 del Problema 9. 


Derivando inplícitamente con respecto a x, 


92 92 02 02 
255 з — 255 - Le 2 = == 
2x(2y + 32) + 3x 0%, + Зу 4у TN 2402 mE yt + ту Эх 
у Мин ^ 92 — 45у + 6x2 + 3y+ 2° — yz 
dx Зх? — 4y? + 272 — Дуг — ху 
Derivando implícitamente con respecto а y, 
д2 д2 92 92 
2 2 ^^ — — 2" — — — 2 = — 
22? + 3r Em + 2y(3x — 42) 4y Зу + 2:%(х — 2y) Эу 22 = xz + xy oy 
y oz _ 2x? бху — Byz — 223 — xz 


òy 7 3x! Ay! + 252 — Ayz — xy 
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11. xy + yz + zx = 1. 


: д2 дг дт yctz 
Derivando con respecto а х, y + y dx +x ЕГЧ +2=0 у Зх ху 
А д2 д2 д2 х+ 2 
Derivando con respecto а y, x + у = +2+х-— = 0 L— = — to 
Р 7 y 7 y ду У з x+y 


. | . . Әг Әг £0 | 
12. Considerando x e y como variables independientes, calcular r siendo x = e”, cos Ө, у = e", sen Ө. 


E] 
дх? ду' Ox” ду 


Derivando las relaciones parctalmente con respecto a x: 


др 00 ду 20 
== 2r 2r = ar ar 
1 = 2e* cos 0 Эх E sen 0 ве Y 0 = Зе“ sen 0 E + e” cos 0 =: 
А : дг cos 0 80 3 зеп 0 
t : — = — = — = — -c n 
Resolviendo el sistema, obtenemos ES 56 156) Y ax e" sent 6) 


Derivando las relaciones parcialmente con respecto a y: 


90 


Or 
?r 2r 
0 = 2e cos 0 5, —e sen 0 5 - 


дг o0 
- 3r ба 3r 
y 13e send te соз @ 77 


Or _ зеп 0 00 2 cos 0 
ду ^ ез2+ seno) У бу е2 + sen 


Resolviendo el sistema, obtenemos: 


13. Hallar la pendiente de las tangentes a las curvas intersección de la superficie z = 3x? + 4y* — 6 con los planos que 
pasan por el punto (1, 1, 1) y son paralelos a los planos coordenados xOz e yOz. 


El plano x = 1, paralelo al yOz, corta a la superficie según la curva 2 = 4y? — 3, х = 1. Por tanto, la pendiente 
pedida es 0z/0y = 8y = 8 -1 = 8. 


El plano у = 1, paralelo al xOz, corta a la superficie según la curva z = 3x? — 2, y = 1. Por tanto, la pendiente 
pedida es 22/ дх = 6x = 6. 


Hallar, en los Problemas 14-15, las segundas derivadas parciales de z. 


ðz tz ð / ðz 932 ð (02 
= y 2 =" = = = —l = = = e: = 
14. z х? + 8ху + y. Эл 2x + Зу, Эл? om Э 2, ду дх ду да 8 
dz _ öz _ 0 [дг \ д а 78: _ 
зу ^ 80 ЕУ, зәру 3 “Эн 3, ду — ду\ду/ — 2 
15. z = xcosy — y cos x. 
д2 _ + д2 — _ нэ LE = 2 92 = cos x 
ar ^ cosy + ysenz, ду ћу — 6052, da Na) У 
аг à (аг dz Фа _ д (9 
292 — 2197 _ _ a = =— = — (= |) = —2cos 
ays | ду 32) sny ENE = Gray! | Gy T Әу y У 


Problemas propuestos 


16. Estudiar la continuidad en el punto (0,0) de las funciones siguientes: 


х—у zx? у x+y 
х+у’ (с) х + у (4) х? + у 


(а) 4, b) 


КЕЙ? Sol. (a) No, (b) No, (c) Sí, (d) No. 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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Hallar Ec y са en las funciones siguientes: 
Ox ` ду 
д2 д2 
223 з 2 жө үү = = 
(а) 2 = 23+3ху+у Sol. ЭХ 2x + Зу, ду 3х + 2y 
шү ceu 92 120 92. ВАТ 
(b 2 = PO Sol. d "decr ane "pir 
(c) z = semBx cos 4y Sol. 22 = 3 cos 3z cos 4y, E = — 4 sen Зх sen 4y 
2 у АЕ E м E 
(d z = arc tag -, Sol, ESI quy AN 
Ue E # _ ошту дт _ Ау 
(e) х? — Ay? + 92 = 36 Sol. “гуйж 92' dy 92 
dz 2ylx—2z) o x(x — 22) 
3 — Зи: = = = БА == DL 
0) z 822) + 6xyz 0 Sol. 32 PIE Ору Mare zt F Py 
z Be _ да dallo Ed 
(0) yz + х2 + zy = 0 Sol. = > EY 
? o cdi дг ez 
(а) Siz = Vx? + у“, demostrar que x эс Уу, == 
` X ју 
: 5 : дг Oz 
(b) Siz = In V x? + у: demostrar que хас + у 2) = 1, 
д 
(с) Siz = e™ sen > + 272 cos =, demostrar que x 52 + у = = 0. 
Я д д 
(d) Siz = (ах + Бу)? + e****r + зеп (ах + by), demostrar que b zx —a >" 
Hallar la ecuación de la tangente 
(а) a la parábola z = 2x? — 3у?, у = 1 en el punto (—2, 1, 5). Sol. 8х + 2 + 1 = Фу = | 
(b) ala parábola z = 2x? — 3y?, x = —2 еп el punto (—2, 1, 5). Sol. бу+:—11=0,х = —2 
(с) a la hipérbola z = 2x* — 3y*, z = 5 еп el punto (—2, 1, 5). Sol. 4x + Зу + 5 = 0,2 = 5 
Demostrar que las tres rectas están situadas en el plano 8x + бу + 2 + 5 = 0. 
8: д: 8: z d At 
Hallar буй" ди ду” буду ёр” en las funciones siguientes: 
82: ez д% *z 
Е La 2 TU e RC Ар а = 
(а) z = 2х? — 5ry +y Sol, 325 4 3 ay yos 5, ay 2 
= ЖЕ Di coy s nS NO AE El GO IA 
(0) z = py or Sol. or ^ xt’ дхду ^ дудх — х? y j' ду y! 
m dz _ PA OA e 
(с) 2 = sen 32 cos 4y Sol, aom 92, бт ОЙО: 12 cos 3x sen ду, э = 162 
23 Y öz _ _ 92 _ _ гту oz. д: yw 
(9): аге х sol âx? — ду Fy’ дхду дудх = (a + у 
iiam a ‚9 д: т _ 
(а) Siz тоу агае х та» + 22У 9—5 ду + у a7 
1 912 д: 
(b) Siz = е°* cos By y B = +a, demostrar que Зур + Туг 0 


| ez д?г ez 
= -4 =; A жшйс 
(с) Siz = e^'(sen х + cos у), demostrar que Эха ду Эр 


Oz | Ou | 


: д> 
285 3 3 = A 
(d) Siz at + b, ap да + ду 


En la fórmula de los gases reales (e + 2) (v — b) = ct, siendo a, b y c constantes, demostrar que 


др _ 2a(v—b)— (pcta/v)* д» — ev? ЭС 
ov — vv — b) ' Qt ^ (pt алију —2a(v — b) ' 55 = 


Capitulo 57 


Diferenciales у derivadas totales 


DIFERENCIALES TOTALES. Las diferenciales, dx y dy de la función y = f(x) de una sola variable 
independiente, segün vimos en el Capitulo 23, vienen dadas por 


dr = да, dy = р) бх = Las 


Consideremos la función z = f(x, y) de las dos variables independientes x e y, y sean dx = Дх 
y dy — Ay. Al variar x permaneciendo constante y, z resulta una función de x solamente y /a dife- 


E dx. Análogamente, la diferencial 


: д : 
parcial de z con respecto a y viene dada рог 4,2 = f(x, y) ду = F dy. Pues bien, la diferencial to- 


rencial parcial de 2 con respecto a x será d,z = f(x, ујах = 


tai de z es la suma de las diferenciales parciales anteriores, es decir, 


.. 92 д2 
Para una función w = F(x, у, Z, . . . t), la diferencial total dw se define por 
_ 90 үүл 90 dy + ий +... | дш , 
dw = эх а t y dU + 951 + + Y (17) 


(Ver Problemas 1-2.) 


Сото ocurre con las funciones de una sola variable, [а diferencial total de una función de varias 
variab'^s es un valor muy próximo al incremento total de la función cuando las variables indepen- 
dient. experimentan un incremento pequeño. 


Ejemplo: 
Sea z = xy; dz = Эх dx + dy dy = y dx + x dy; si se incre- 


mentan x e yen Ax = dx e Ду = dy, respectivamente, el incremento 
Az de z será 


Az (x + Ахј(у + Ay) — zy 
x Ay + y Ax + Ат ћу 


х dy + y de + de dy 


| 


En la Fig. 57-1, se hace una interpretación geométrica, Como 
se puede observar, dz y 4z difieren en un rectángulo de área Ах Ду 


= dx dy. 
(Ver Problemas 3-9.) Fig. 57-1 


DERIVADA TOTAL DE UNA FUNCION DE FUNCION. Sea z — f(x, y) una función continua de las 
variables x, y con derivadas parciales, 0z/0x y 0z/0y, continuas y x e y funciones derivables x = g(t), 
у = h(t) de una variable г; en estas condiciones, z es una función de / y su derivada total, dz/dt, 
con respecto a t viene dada por 


dz | dz | дгау 2 
di = ædt + ay dt (2) 
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Análogamente, sea w = f(x, y, z, ...) una función continua de las variables x, y, 2,..., con 
derivadas parciales continuas, y x, y, z, ..., funciones derivables de una variable г; la derivada 
total de w con respecto a t viene dada рог 

аке ж ИО ко 77 
dti ба ду dt oz dt 


(Ver problemas 10-16) 


Si z = f(x, y) es una función continua de las variables x e y y sus derivadas parciales 02/0Х 
y д2|ду son continuas, y x e y son, a su vez, funciones continuas, x = g(r, 5), у = Hr, s), de las 
variables independientes r y 5, z es una función de t, siendo | 


02 9202 д2 ду д2 02 Ox 02 ду 


= = Сви d: 8 
дт azor | дут У дз Эл 0s | Әу às | 8) 


Análogamente, si w = f(x, у, z, ...) es una función continua de n variables х, y, z, ... y sus 


derivadas parciales ди/дх, дијду, дијдг,..., y х, y, Z, ... son funciones continuas de m variables 
independientes r, 5, £, . . ., tendremos 


дю _ дшдт | way, 808 | 

ðr | er or ду or 92 ôr " 
дю _ IWAL, AWAY, 800 | ete 

ðs д2 os ду 98 82 д8 3 


(Ver problemas 17-19) 


Problemas resueltos 
Hallar la diferencial total en los problemas 1-2. 


1 z = ry + ey + ry’. 


д2 m 2 | 2 з д2 => 3 2 2 
da T dy + Lay ty, EE D s АЈ 
0 д 
Por tanto dz = Z ах + o dy = (82у + 25у? + yde + (2° + 2x*y + 3xy?) dy 
„2. z = депу — y ѕеп х. 
9& = sen y — ycosx БАВЕ e — sen x 
di ee y y , dy = X cosy 
д2 д2 
Por tanto ах = Ер ах + Фу ду = (seny — у совх) ах + (2 cosy — sen x) dy 


3. Comparar dz у 242, еп la función z = x? + 2xy — 3y*. 


da _ dz _ es 
Wy 2x + гу, uy 2x — 6y, dz = 2(x + y) de + 2(x — Зу) dy 


Az = [(x- dx) + 2(2 + ах(у + ду) — Sy + dy] — (22 + 2xy — 3y?) 


= (5+0) йт + 2(x — 3y) dy + (de + 2 dx dy — 3(dyY 
АМ, pues, dz у Az difieren en (dr)! + 2 dx dy — ау). 


4. Hallar un valor aproximado del área de un rectángulo de dimensiones 35,02 por 24,97 unidades. 


Llamando x e y a los lados del rectángulo, el área es A = xy, con lo cual 44 = 54 dx + Pd dy = y dx + xdy. 
Para x — 3$, dx = 0,02, у = 25, dy = —0,03, resulta А = 35 x 25 = 875 у dA = 25(0,02) + 35(—0,03) —0,55 
El área es, aproximadamente, А + dA = 874,45 unidades de superficie. 
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s 5. Hallar, aproximadamente, la variación de longitud que experimenta la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos 


Р саге! ов miden 6 y 8 centímetros, cuando el primero se alarga + centímetros y el segundo lo hace en $ centímetros. 
Sean х, у, 2 los catetos menor, mayor y la hipotenusa del triángulo, respectivamente. Tendremos 
Е : z 02 х 92 y дг д2 х dx + y dy 
z = va+g, еш ЫШ е =. — = ==, d = =а — em AS 
CUM A Vans ж Vere та Tay 
Para x —6, у = 8, dx = 1/4, y dy = —1/8, de donde dz = Эга 8 = 1/20 ст. Рог tanto, la hipotenusa se 
Ve + 81 


alarga aproximadamente 1/20 centímetros. 


6. Га potencia calorífica disipada en una resistencia eléctrica viene dada por P = БА vatios. Siendo E = 200 voltios 


A YR д ohmios, hallar la disminución que experimenta la potencia cuando E disminuye en 5 voltios y R lo hace en 
0,2 ohmios. 
а JR RES Sp EE. ELLO MEL TEL 
E R?’ oR КВР RE R? 
Para E = 200, R = 8, dE = —5, у dR = -—0,2, por tanto, 
2 
dP = 27200 5) z y (-02) = —250 + 125 = —125 watts 


La potencia disminuye aproximadamente 125 vatios. 


7. Al medir un bloque paralelepipédico de madera, han resultado, para sus dimensiones, los valores 10, 12 y 20 centímetros 
con un error probable de 0,05 centímetros en cada una, Hallar, aproximadamente, el máximo error que se puede cometer 
al evaluar el área total del bloque y el porcentaje de error respecto del área como consecuencia de los errores en las 
medidas individuales, 

El área total es 5 = 2(xy + yz + zx); luego 
95 д5 95 


45 = 3; 98 + oy Y T 3, 4 = Uy+zdx + 205 + 2) ду + 2(y + x) dz 


El máximo error еп 5 tendrá lugar cuando los errores en las longitudes sean del mismo signo, por ejemplo, positivos. 


45 = 2(12 + 200,05) + 2(10 + 20X(0,05) + 2(12 + 100,05) = 8,4 сте 


El porcentaje de error es (еггог/агеа)(100) = (8,4/1120)(100) = 0,75 55. 


. Епа fórmula R = £/C, hallar el error máximo y el porcentaje de error si C = 20 con un error probable de 0,1 y E = 120 
con un error probable de 0,05. 


_ àR BR ut Ё E 
daR = pE + 340 = ¿dE 4с 


СОСЕ 
El error máximo se dará cuando dE = 0,05 y dC = —0,1; luego 


dR = pd - m —0,1) = 0,0325 es aproximadamente el error máximo 


El porcentaje de error es A (100) = 20323 (100) = 0,40625 = 0,41 %. 


. Doslados de un triángulo miden 150 y 200 metros y el ángulo que forman es де 60^. Sabiendo que los errores probables 
en la medición son de 0,2 metros en la medida de los lados y de 1? en la del ángulo, hallar el máximo error probable 
que se puede cometer al evaluar su área. 5 


А = {ху sen 0, 04/ 0x = $y sen 0, 94/ ду = $x sen 0, 04/00 == {ху cos 
y dA = ky sen 0 dx + ёх sen 0 dy + $xy cos 940 
Para x = 150, у = 200, 0 = 60^, dx = 0,2, ду = 0,2, у 49 = 1? = л/180, luego 
dA = 0200/ѕеп 60°)(0,2) + &(150)(sen 60°)(0,2) + #(150)(200)(сов 60°)(7/180) = 161,21 тз, 


© 


10. Hallar dz/dt, siendo z = х? + 3xy + 5y*; х = sen t, у = cos t. 


əz _ дг _ dx _ ду _ 
E = 2х + Зу, эу = Эх + 10у, – = соз/, di = —sen / 


dz Oz dx 9: dy 


luego ШО әх d dy dr = (2x + Зу) cos t — (3x + 10у) sen t 
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11. Hallar dz/dt, siendo: z = Іа (x? + y; x = e-* y = et. 
oz 2x д2 2у dx 


= HA ==u-—et LE = et 
dx a+ y? dy a+ yt? dt Z dt 
dz _ ðzdz | ðzdy _ оо a — Мес re 
Luego dt 9х4: дуа arpe )* aur -2- 2-0 


Sea z = f(x,y) una función continua de x e y cuyas derivadas parciales, 22/ дх y 22/ ду, son continuas, y sea y una 
función derivable de x. En estas condiciones, z es una función derivable de x y, segün (2), 

de _ 91,4: , YU dy _ df, 3f Фу 

dx ^  óx dx ду ал дх ду ах 


Hemos puesto f en lugar de z, para evitar la confusión entre dz/dx у 42) дх en la misma expresión, 


12 


13. Hallar dz/dx, siendo: z = f(x, у) = х? + 2xy + 4y*y у = e“. 


de _ 91, of, dy _ -. > 
dx = Зав a drm (25 + 2y) + (2x + Вујае“ = 2(х+ у) + 2a(x-4y)e 
14. Hallar (а) dz/dx y (b) dz/dy, siendo: z = f(x, у) = xp? + х?у, у = In x. 
(a) En este caso x es la variable independiente. 
des 201787 4,281 ву“ ` p 4(1ү = ја : 
а= = arc NM dm (y! + гху) + (2xy + x) zu + 2ху + 2y + x 
(b) Aquí y es la variable independiente. 
da _ of, dz САНЕ (y + гхујх + (22у + х1) = xy! + 25у + гху + e 
ду dx dy ду 


15. La altura de un cono recto circular mide 15 centímetros y disminuye а razón де 
0,2 centímetros cada minuto. El radio de la base mide 10 centímetros y disminuye 
a razón de 0,3 centímetros cada minuto. Hallar la variación de volumen que expe- 
rimenta en la unidad de tiempo. 


Sea x = radio e у = altura del cono. De V = jexty, tomando а x e у como 
funciones del tiempo +, 


dV ФУ dx , Фу dy 1 :( dx dy 
a т; = 2ху 5, + х 
dt дх dt ду dt 87 dt dt Fig. 57-2 
= {л[2 * 10» 15 (—0,3) + 10* * (0,2)] = —70n/3 cm?/min. 
16. Un punto P se mueve a lo largo de la curva de intersección del paraboloide 2 1677 -— = = z у del cilindro x* + y! = 5, 


en donde x, у у 2 зе expresan en centímetros. Si x aumenta a razón de 0,2 bd por minuto, hallar la variación 
de 2 еп la unidad de tiempo cuando x = 2. 


xi у dz дг dx дг dy x dx Зу dy 


Des gqe ага брк do y dé їй 9 di 
Сото х + у“ = 5, y = #1 para x = 2; también, x 2 + y D =. 
_,а_ Х^ах__2 17 d 2 2 2525 : 
Para y = 1, 4 =—— р = — (02) -—94y - = 7 02) — 9 (0,4) = 4c cm/min. 
dy x dx dz 2 2 5 2 
Рага у = —1, "е = —- qp =04 y дэд (0,2) — 5 000 = + mmi. 


17. Hallar 22/ 2ғ у 22/ 25, siendo: z = x! + ху+ y*; x = 27 + 5, у = г — 25. 


ат йт йт йт Эу ш йу 


az T 96M, ay tt ur cce Ду ОО Таг АХ asc E 
д2 dz 0x д= ó 
Luego US T var = {(2ш+ у)(2) + (x-T2y)1) = bx + Чу 
9 9 
y ЗЕ = Xi = Quay) + (2200—20) = -3y 


д8 dx de ду дв 
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18. Hallar E a de, siendo: и = х? + 2y* + 22%, х = p sen B cos Ө, у = р sen зеп 6, 2 = о соз}. 
P = xa PES 55 92 = 2х еп fi cos O + 4y sen В sen 6 + 42 cos f! 
58 = 5238 EH 398 = 2х о соѕ В cos 0 + 4y o cos B sen 0 — 42 o szn fi 
ав - 2н E » E = z = —2x о sen f sen 0 + 4y o sen fi cos 0 


19. Hallar дијах, siendo: и = f(x, у, 2) = ху + yz + zx, y = 1/х, 2 = ха, 


Aplicando (3^, 
du _ ðf af ду ôf dz _ 21 2 +2 
de 7 c ду dx дг de ` (y +z) + (2 + a( 3)» (у+х)2х = у+2+2хх+у)— 23 


20. Sea 2 = f(x, y) una función continua de x e y, cuyas primeras derivadas parciales son 22/ дх у 22/ ду. Deducir la 
expresión 
az 


д2 
(А) Az = ar ^* + зу ^Y + є Ar + e, Ay 


en donde e, y «€, >0 cuando Ах e Ду -> 0. 
Cuando x е у se incrementan en Ах y Ду, respectivamente, el incremento experimentado por 2 vale 


(i) Az = Цх- АХ, у + Ду) — f(x,y) 
[f(x + Ax, у + ду) — f(x, у ty) + [Ле yy) — fizy) 


En la primera expresión entre corchetes, la ünica variable es x, y en la segunda, solo varía y. Aplicando a cada uno | 
de ellos el teorema del valor medio [(V) del Capítulo 21]: 


(ii) fix + ar, у + Ay) — f(x, y - Ay = Ах. (2 + 0,45, y+ Ay) 


(iii) f(x, y + Ay) — Ку) = Ay" fox, y + 06,5) 
siendo 0 < 0, < 1 y 0 < 0, < 1. Obsérvese que aquí las derivadas consideradas son derivadas parciales, 


Como éz/éx = fx, y) у 22| ду = f(x, y) son, por hipótesis, Iunciones continuas de x e y, 


lim /.(= + 6425, у + Ay) = fele,y) y lim fy(z, y + еАу) = /,(5,9) 
Ах= 0 Ак ^0 
Ay 20 Ay => 


Luego /х(ж +0, Ax, у + ћу) = Ја (ту) + er filz, yteaAy = flo у) + e 
donde e, >0 у «,— 0 cuando Ax e Ду — 0. 


Efectuando estas sustituciones en (ii) y (iii), y sustituyendo después en (1), resulta: 


Az = (f.(x,y)tebáx + (f(x, y) + es) Ay 
f=(2,y) Ах + fa (£, y) Ay + e áx + e, Ay 


Obsérvese que la diferencial total, dz, es un valor muy próximo al del incremento total, 42, cuando |4x] y |4y] 
sean muy pequeños. 
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Problemas propuestos 


21. Hallar la diferencial total de: 


27 


la) 2 = zy 2xy* Sol. dz = (3x* + 2y?)y dz + (x! + 6y*)z dy 
2 _ тду—уах 
(5) ө = arc tag y/x Sol. de = Ex mE Fy 
(6) 2 = e-r Sol. dz = 2z(z dz — y dy) 
Е dr — zd 
(d) 2 = ада + мус! Sol dz = и oy 


. La frecuencia fundamental de vibración de un hilo o una varilla de sección circular sometidos a una tensión 7 viene dada 


por m — Zl ын siendo / la longitud, r el radio y d la densidad. Calcular, aproximadamente, la variación de la 
frecuencia, cuando (а) / aumenta en dl, (b) T aumenta en dT, (c) / у T se modifican, simultáneamente, еп las cantida- 
des citadas. 


So (а) Pal, (b) Luar, (o (- 2-2 


Hallar, mediante el cálculo diferencial: 
(а) el volumen de un prisma recto de base cuadrada de lado 8,005 y de altura 9,996 centímetros. Sol. 640,544 cm?, 
(Б) la diagonal de un prisma rectangular de dimensiones 3,03 por 5,98 por 6,01 metros. Sol. 9,003 m. 


Calcular, aproximadamente, el máximo error probable y el porcentaje de error cuando se halla z mediante las fórmulas: 


(а) z = лг?н; r = 5 + 0,05, h = 12 + 0,1. Sol. 8,51; 2,8% 
(b) 1/г= l/f + 1g; f= 4+ 0,01. g = 8 + 0,02. Sol. 0,0067; 0,25% 
(с) z= yix; x = 1,8 + 0,1, у = 2,44 0,1. Sol. 0,13; 10% 


. Calcular, aproximadamente, el máximo porcentaje de error еп: 


(а) œ = 4 gjb sabiendo que el error probable en la medida de g es del 1 %, y el correspondiente en la medida de b, $ % 
pus =н 
Ind. Ino = 3019 – 15); m 52 p P Ee es 0,01, 
(b) g = 2s/1? sabiendo que el error probable en la medida де s es del 1 %, y el de la medida de г, del 1 2. 
Sol. 0,015. 


1 
r4 = 0,005. Sol. 0,005 


Hallar du/dt, siendo: 
(a) и = xiy?, x = 2%, у = 3%. Sol. 6xy*t(2yt + 3x). 
(b) u = хсоѕ y + узепх, х = sen 2t, y = cos 2t. 
Sol. 2(cos y + y cos x) cos 2t — 2(—x sen y + sen x) sen 27. 
(с) u = xy + yz + zx, x = e, у = е, Х = е + еі. Sol. (x + 2y + zi! —Qx + у + 2e. 


En un instante dado, el radio de un cilindro recto circular mide 6 centímetros y aumenta a razón de 0,2 centímetros рог 
segundo, mientras чис ŝu altura, que mide 8 centimetros, disminuye a razón de 0,4 centimetros por segundo. Hallar fa 
variación, con respecto al tiempo, del (a) volumen, (5) área total, en el Instante considerado. 


Sol. (a) 4,8x om*/s, (b) 3,27 cim?/s. 


. Una partícula se mueve en un plano de forma que su abscisa y su ordenada vienen dadas, en función del tiempo, por 


x — 2 + 31, y = г + 4, en donde x e y se expresan en metros y t en minutos. Hallar la variación de la distancia al 
origen en la unidad de tiempo en el instante г = 1. Sol. 5/4/2 m/min. 
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29. Un punto se mueve a lo largo de la curva de intersección de la superficie x* + Зху + 3y? = z* con el plano 
x — 2y + 4 = 0. Cuando x = 2 y aumenta a razón de 3 unidades por segundo, hallar (a) la variación de y en la uni- 
dad de tiempo, (8) la variación де z en la unidad de tiempo, (c) la velocidad de! punto móvil. 

Sol. (a) inc. 3/2 unidades/seg. (b) inc. 75/14 unidades/seg. en (2, 3, 7) y dec. 75/14 unidades/seg en (2, 3, —7), 
(c) 6,3 unidades/seg 


30. Hallar 22/ 25 y 0z/0t, siendo: 


(а) z = х — 2у°, x = 35 + 2t, y = 35 — 21, Sol. 6(x — 2y), Mx + 2y) 

(b) х= х? + Зху + у?, x = sens + cost, y = sen s — cos t, Sol, 5(x + y) cos s, (x — у) sent 

(с) z= х? + 2у, x =е"—еђ у= е' + е'. Sol. 2(x + 2y)e*, 2(2y — хје' 

(d) z = sen (4x + 5у), х = 541, у = s—t. Sol. 9 cos (4х + 5y), — cos (4x + 5y) 
(e) z = e", x = $ + 2st, y = 2st + 1%. Sol. 2655 (tx + (s + Oy), 


2659 ((s + 0х + sy) 


34. (a) Si u = f(x, у) y x = гсо 0, у = r sen 0, demostrar que 
(es (E “y - E ү 208), 
r' \ 99 
(b Siu = f(x,y) y х = rcoshs, у = r senh s, demostrar que 
ди y Ва 09) 
дх 


32. (а) 512 = f(x + ay) + g(x — ay), demostrar que à б 


53 a 26 
Ind. Hacer z = f(u) + g(v), и = x + ay, v = х —ay. 


unc Re Ee z ё 
4) Siz= xf x] demostrar que х -gy +y ду = пг. 


(с) 512 = f(x, y), x = g(t), у = КЕ), demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad (Pág. 259). 


diz 


по = Реф + A + ја“ + RM 


(d) Si z = f(x, y), x = g(r, 5), у = Hr, s), demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad 


2 

= = Ў. (0-9 + 2fzygrhr + fw (hr)? + јад» + јуће 
2 

‚= = fzxg:9. + Јау(д, ћа + gh) + ЎА №, + јад" + fuhrs 
2 

23 = fg + 2161. + fu (SY T јада + јуће 


33. Una función, f(x, y), es homogénea de orden n, sif (tx, ty) = !" f(x, у). [Por ejemplo, f(x, у) = х? + 2xy + 3y? es homo- 
génea de segundo orden; f(x, у) = x sen y/x + y cos y/x es homogénea de primer orden.] Derivar f(tx, ty) = t" f(x, y) 
con respecto a |, y sustituir г por 1 para demostrar que xf, + yf, = nf. Comprobar esta fórmula aplicándola a las 
funciones де los dos ejemplos. Véase, también, el Problema 32 (b). 


Ё . ди ду ди ду 
34. Si z = фи, v) siendo и = f(x, у) У у = g(x, y), y si a зу у dy CI demostrar que 
2 2 2 2 
(8) du + и Е Lt Эг 3 n ЗУ) 


СКО 


35. Aplicar (A) del Problema 20 para deducir las fórmulas de derivación (2) y (3). Ind. Рага la (2), dividir por At. 


Capitulo 58 


Funciones implícitas 


LA DERIVADA de una función de una variable, definida implícitamente mediante una relación f(x, y) = 0, 
se trató en el Capítulo 6. Ahora, vamos a enunciar sin demostración, los teoremas siguientes: 


Ш. 


Si f(x, y) es continua en una región del plano que contiene а un punto (xos Yo) para el cual 
f(xayo) == 0, las derivadas parciales 0f/0x y д/]ду son continuas en dicha región y 2//ду = 0 
en (хо, yo), existe un intervalo en torno de (xo, yo) en el que se puede despejar y de la ecua- 
ción f(x, y) = 0, siendo y una función continua y derivable con respecto a x: у = ф(х) con 

dy д7] x 

Уо == Po) y dx == of]8y ' 
(Ver Problemas 1-3.) 

En el caso de tres variables, se verifica 


Si f(x, y, 2) es continua en una región del plano que contiene a un punto (Xp, уо, 26) para el 


cual F(Xo, Yos 20) = 0, las derivadas parciales СА E Е son continuas en dicha región, y 

дЕ|(дг == 0 en (хо, Yos 20), existe un intervalo en torno de (xp, yo, Zo) en el que se puede despe- 

jar z de la ecuación F(x, y, 2) = 0, siendo z una función continua y derivable de x e y: 
9Е(дх дт дЕјду 


д2 
2 = ф(х, y) con zy = Po» Yo) y Ox Ap дЕЈд2 ' dy Ec дЕ|д: 2 


(Ver Problemas 4-5.) 


Si f(x, y, u, v) y g(x, y, и, У) son continuas en una región que contiene al punto (xe, yo, us, Yo) 
рага el cual /(х,, yo, “os Yo) = 0 y g(Xs, Уу, Lo, Vo) = 0, y las primeras derivadas parciales 
| ^g | 


, 


de f у g son continuas en dicha región, y si еп (Хр, yo, му, Vo) el determinante J | 


ди дуду | 
др! ди деду | 
f(x, у, и, у) = 0 y g(x, y, и, У) = 0 se puede despejar и y v como funciones continuas у deri- 
vables de x e y: u = ф(х, у), v = y(x, y). Si en el punto (xy, Yo» ир Yo) el determinante 


== 0, existe un intervalo en torno de (Xp, yo, Мо, Yo) en el que del sistema 


J E У, == 0, existe un intervalo en torno de (Xp, Yos Чо, Yo) en el que del sistema f(x, y, и, 
y) -0 y g(x, y, u, v) == 0 se puede despejar x e y como funciones continuas y derivables de 
u y v: х = Щи, v), у = k(u, v). 

(Yer Problemas 6-7.) 


Problemas resueltos 


1. Aplicando el teorema I, demostrar que x? + y? — 13 = 0 define a у como función derivable de x en un intervalo del 
punto (2, 3) que no comprenda a ningún punto del eje x. Hallar la derivada en dicho punto. 


Sea f(x, у) = x? + у? — 13. Tendremos, f (2, 3) = 0, mientras que en el intervalo de (2, 3) anterior, la función está 
definida, sus derivadas parciales 0f/0x = 2x у 2] ду = 2y son continuas у д// ду == 0. Por consiguiente, 


97.27.9 _ 0 шеке | Жа Кее Жү 


de Фу dz : ах ly У 3 
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ду . А СА o _ юм dy _ ё/ёх — y 
Hallar de» Siendo f(x, y) = y + xy —12=0, m c Зу + x, y di 91 ду PF" 


" 


3. Hallar dy/dx, siendo e*sen y + e" sen x = 1. 


. 108 ай ду  270х _ _ е-зепу + е" со5х 
Haciendo f(x, у) = e* sen y + e” sen x — 1. Tenemos z ТУ eum Tere 


4. Hallar 22/ дх у 22] ду, siendo F(x, y, 2) = х? + 3xy — 2y* + 3х2 + 2' = 0. 


Tomando z como una función de x e y definida por la relación y derivando parcialmente con respecto a x y de 
nuevo con respecto a y, tenemos 


; дЕ Е oz _ oz _ 
0) 35 © æ ag  '27+3у+32) + (32 + 22) == = 0 у 
5: aF Е oz _ da _ 
(ii) dy + ay (32-49) + (32 + 22) 2 = 0 
De (i), 92 _ _9F/0x _ _2ж+Зу+34 de (ii), 92 _ _ дЁ/ду _ _3%—4y 
9 aF/oy 7 3:-022 ” ду 9Е/92 Зх + 22 ' 


5. Hallar 2:/дх y 22/27, siendo sen ху + sen yz + sen zx = І. 
Sea F(x, у, 2) = sen xy + sen yz + sen zx — 1; tendremos 


ӨР ФЕ Е 
mz - Y cos xy + z cos 21, и = XL COS zy + z cos yz, PTS = у cos yz + x coszx 
M 
öz _ _ðF/ðx _ усозху + 2 с082% dz _ __дЕ/ду _ _ x cosgy + 2 cos yz 
Әх” OF/oz — у совуг + zcoszz' ду, — OFjlóz — y cos yz + x cos zz 


6. Si u y v se definen como funciones de x e y por las ecuaciones 


Кари у) = = + y+2uv = 0, g(zx,y,uv) = x—xy t y! tuti = 0, 
hallar (1) диј 3x, 9у/дх y (ii) ди/ду, дујду. 


(i Derivando f y g parcialmente con D a x, tenemos 


- Es ди dv _ 
: 2 1 + 2090 и 4 u? = 0 y 22 y + 2433 205 = 0 
. u У А 
Despejando EP y Эх del sistema de ecuaciones 
ðu _ v tu(y —Zz) dv _ w2x—)— и 
де 2002-0101) de _ 202-17) 


(ii) Derivando f y g PM con respecto a y, tenemos 


ду + 207, + 2и = 0 y EISE + 29 = 0 
ди _ ЕЯ ду _ *(2y — х) — гиу 
о y 202-4) У әу 208-1) 
ди ду ди дх ду дх ду 


7. Siendo из— v! + 2x + 3y = O. y uv + x — y = 0, hallar (а) =, 2» ro y 0-573 ди? dv” ду" 


(а) Aquí x e у se consideran como variables independientes. 
Derivando las ecuaciones Qm) parcialmente con respecto a x: 


ди » ди du E 
ди # Repo: = 0 у rd 
: : : ди u+y ду _ у—и 
Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos dx Wr yl up 
Derivando, las ecuaciones dadas, parcialmente con respecto a y: 
ou àv e d. c dU. _ (ү 
2и эу - wyt? = 0 y fuo “ay 1 


Resolviendo el sist bt 21 decis ӨВС T ра 
esolviendo el sistema, obtene ду = 208 + v» У ду 204 + va" 
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(b) Aquí u y v se consideran como variables independientes, 


Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a и: 


àx | „ду _ de _ду _ 9x _ 02443. ду _ Uv-u) 
2и + аб + 88 = ду 59636 эц © Luego gy = 5 o > [ 
Derivando las ecuaciones dadas, parcialmente, con respecto a v: 
"E dx ду _ öx ду _ 9х _ 22 — ди ду _ 2(u +v) 
2v + 25, 32) 0 Y +з do = © Luego ae LE y аа 
Problemas propuestos 
8. Hallar dy/dx, siendo: 
(а) х5 — х?у + ху? — у? = 1 (b) xy —e*seny = 0 (c) ln (х? + у?) — arc tag y/x = 0 
32" — 25у + у? e зеп у — y 2х + у 
Sol. (а) z!—2zy + Зу? (b) х — e” сову (e) x—2y 
9. Hallar 42/дх y 22] ду, siendo: 
3x 4y 
2 3. Ба = а А = 28 
(а) 3x* + 4y’ — bz! = 60 Sol. 02/0% = БУ? д2/9у bz 
ДЭЭР: - ge а с ЦК. ПИВО лан hor 
(b) х2 +0? + 23 + гту + Зуг + 82х = 20 501. 325 as +y da mis ETA 
ES o2 2 д2 _ _84 
(с) x+3y+ 22 = Inz Sol. Эх mou 122 
(d) 2 = e cos (у + 2) A A E de чоё зепу к) 


ах Те sen(y-cz)' ду 1+e"sen(y+2) 


(e) sen(x + y) + sen (y + 2) + зеп(2 + х) = 1 


Sol. dz 2 _ cos(x + у) + сов (2+ х) д2 _ _ cos(x + у) + соз(у + 2) 
ox сов (y + 2) + cos (2 + х) ° ду — cos (y + 2) + cos (2 + x) 


10. Hallar las primeras y segundas derivadas parciales де z, siendo: х? + 2yz + 2zx = 1. 


Sol 92 __*+x Oz _ 2 д x—yt2z2 да _ 542: 92 _ _ 2z 
dx x+y* ду x+y’ dal (= у) ' дхду > (a+y?” 98 (x+y? 


11, Si Р(х,у, 2) = 0 demostrarque 9%, 94,92 2 


ду д2 ox — 
9f „99 — 9f „99 
12. Si z = f(x, у) y g(x, у) = 0, demostrar que dz = de ду ду om = ij Le). 
de ag ag 2,0 
ду ду 


13. Si f(x, y) = 0, у g(z, x) = 0, demostrar que 97. 80,90 _ 97,280. 
dy dx 02 dx д2 


14. Hallar las primeras derivadas parciales de и y у con respecto a х.е у, y las primeras derivadas parciales de x e y con 
respecto а и у v, siendo 2u-— v + x? + xy = 0, и + 2v + xy — y! = 0. 


Sol. du__1 ду _ Тира — у 28-19-00), 35 – 472 
355716 05483/ эс = lx 0), m (2y — 32), 20555 
oz _ ду — 2 y-2x да Зх — 2y 8y —4Ах — By 


gx ойыс o йй 222188 iecit ES тез саш зау. 
ди — P(a3!i— jay — y)! ди 2(z—?2zy—y)' ду 2(22-25/-1) до 902) — ғу – у?) 


15. Si u=x+y3+23v=x + у! + 23, у = х? + y? + 2%, demostrar que 
dx _ yz ду _ +2 oz _ 1 


ди | (2—уј(љ— 2) 80 д2хж—у)у—@' до  3(æ— 2)(у — 2) 


Capitulo 59 


Curvas y superficies en el espacio - 


TANGENTE Y PLANO NORMAL А UNA CURVA. Una curva en el espacio, se expresa en forma para- 
métrica mediante las ecuaciones 


tangente 


x = f(t), у = g(t), 2 = h(t) (1) piano normal 


La ecuación de la tangente a la curva en el punto 
Р(х», Yo» 20) (determinado por t = f,) es 


£ — Хо ле Y — Yo F. 2 — 20 
de dy d (2) 
dt dt dt 
y la ecuación- del plano normal (pasa por P, y es per- 
pendicular a la tangente) es 


51 (а zo) + Y (y — y) + 02 (a — га) = 0 (8) Fig. 59-1 


En (2) у (3), las derivadas están particularizadas en el punto Po. 
(Ver Problemas 1-2.) 


PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE. Га ecuación del plano tangente a la super- 
ficie F(x, y, 2) = 0 en uno de sus puntos Р(х, Yos Zo) es 


дЕ дЕ ОР 
ap (80-06) + ay (У 7 Yo) + “эд € - 0) = 0 (4) 


y la ecuación де la normal 
2 — Xo Y — Yo 2 — 20 
ФК | aF ôF (5) 
ox ду д2 


Las derivadas parciales están particularizadas еп el : 
punto P,. (Fig. 59-2.) Fig. 59-2 
(Ver Problemas 3-9.) 


UNA CURVA EN EL ESPACIO también se puede definir por las ecuaciones 


Е(2,у,2) = 0, G(z,y,2) = 0 (6) 


Tas ecuaciones de la tangente a la curva en el punto Р,(х,, Уу, Zo) es 
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2-2 P y — Yo ы 2-2 
ағ aF aF ӘР ар Фр 
ду Әг 92 ôx ór ду (7) 
aG aG aG aG 9G aG 
ду 922 д2 öx дх ду 


y la ecuación del plano normal es 


aF Фр aF aF ӨР ӘР 
ду д2 д2 дт Әх ду 

r— Lo) + = — = 
aG aG ( 0) G aG (у — Yo) + T (2 — 2) 0 (8) 
ду д2 02 0% дх ду 


En (7) у (8), las derivadas parciales están particularizadas en el punto P,. 
(Ver Problemas 10-11.) 


Problemas resueltos 


Deducir las ecuaciones (2) y (3) de la tangente y del plano normal a la superficie x = f(t), y = g(t), 2 = h(t) en el 
punto Р(х», yo,zo) determinado por el valor del parámetro / = г, (ver Fig. 59-1). 


Sea Р(х + Ах, Yo + dy, Zo + Az) otro punto de la curva correspondiente al valor г = t, + At. Cuando P', > P, 
a lo largo de la curva, la cuerda Р, Р”, tiende а la tangente en Р, como posición límite. 


Las componentes de la cuerda Р, P'o son [4х, Ду, 421, Dividiendo cada una de ellas por el incremento del pará- 
Ах. 212 42 |. Ahora bien, cuando P'o > Pp, Аг + 0 у Ax dy 4:1., de dy dr 

åt At” At dt A At d dt а 
serán las componentes de un vector diferencial sobre la tangente en P,- Por consiguiente, llamando P(x, у, z) un punto 
genérico de la tangente, [x — xe, У — Yo, Z — zs] serán las componentes del vector Р, P. En resumen, la ecuación de la 
tangente pedida será: 


» que 


metro resulta, | 


2 — Zo у — Yo 2 — 20 


dx/dt ^  dy/dt ^ ага 


Sea R(x, у, 2) un punto genérico del plano normal en Ро; como P, R y P, Р son perpendiculares, la ecuación del 
plano normal en el punto P, es: 


dx d 
(к — 20) у + (у — y) 5 + 25713 = 0 


Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a: 

(a) la curva x = г, у =P, 2 = 1° enel punto t = 1, 

(b) la curva x = t— 2, y = 31° + 1, z = 2? en el punto donde corta al plano yz. 

(а) En el punto г = lo sea (1, 1, 1), dx/dt = 1, дуја = 2t = 2, y dz/dt = 31* = 3. Aplicando (2), la ecuación de la tan- 


gente es > T p 27 1222 СТ 1 y, aplicando (3), la ecuación del plano normal es (x — 1) + 2(y — 1) + 32 — 1) 


=x + 2y + 32 — 6 = 0. 


(b) La curva dada corta el plano yz en el punto en el que х = 1 — 2 = 0, es decir, en el punto t = 2, o sea (0, 13, 16). 
: = — 16 
En este punto, dx/dt = 1, дуја! = 6t = 12, у dz/dt = 68 = 24. La ecuación де la tangente es 1 = 242 ES 24 


y la ecuación del plano normal es x + 12(у — 13) + 24(z — 16) = x + 12y + 242 — 540 = 0. 
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3. 


Deducir las ecuaciones (4) y (5) del plano tangente y de la normal a la superficie F(x, y, z) = 0 en el punto Р (Ху, Yo, zo). 
(Ver Fig. 59-2). 
Sean х = f(t), у = g(t), 2 = ht), las ecuaciones paramétricas de una curva de la superficie F(x, у, 2) = 0 que pasa 
por el punto P,. En este punto tendremos: 
ЭР. de | 9F dy | 9F dz 
dx dt dy dt dz dt 
en donde las derivadas están particularizadas en dicho punto Po, 


Esta relación expresa que la recta que pasa por P, de componentes (i) Е 2 & es perpendicular a la recta 


8Е дЕ дЕ 
ôx’ ду? Oz 
a la curva situada en el plano tangente а la superficie, y las componentes (ii) son las de la normal a la superficie en el 
punto P,. La ecuación de esta normal es 


que, pasando también por Ро, tiene de componentes of | . Las componentes (i) pertenecen а la tangente 


Yo _ Wy Уго __ 2—40 


дЕјох ` ФЕ/бу  aGFjóz 
y la ecuación del plano tangente en P, es 


Е dF oF £ 
зх (2 — Хо) F ay 09-39) + rr 2) = 0 


En los Problemas 4-5, hallar las ecuaciones del plano tangente y де la normal a las superficies dadas 


en los puntos indicados. 


4. 


2 = 3х? + 2у% — 11; (2, 1, 3). 
дЕ дЕ дЕ 
ээг 2 d. co EA = * — ж = — = == — = — |, 
Ponemos F(x, y, 2) = 3х? + 2y z —11 = 0. Еп (2, 1, 3): dx 6x =12, ду ду = 4, у az 1 
La ecuación del plano tangente es 12(x — 2) + 4(y — 1) — (2 — 3) = 0, o sea 12x + 4y — 2 = 25. 


La ecuación де la normal es Бо „ЖБ ша ЖЕ. ca : 


12 4 —1 
F(xz,y,z) = х? + Зу*— Az! + 3xy — 10y2 + 4x — 52 — 22 = 0; (1,—2,1). 
aF ФЕ ФЕ 
A харь = == - = — — = —8z — 10у — 5 = 7. 
Еп (1,—2,1): 3: 2х + Зу +4 = 0, ду бу + 3x — 102 19, az 82 0у —5 ; 


La ecuación del plano tangente es О(х — 1) — 19(у + 2) + 7(z —1) = 0, o sea 19у — 72 + 45 = 0. 
x—1 у+2 2—1 


La ecuación de la погта! es Ü mu а те osea x = 1, Ту + 192 — 5 = 0. 
2 2 2 
Demostrar que la ecuación де! plano tangente a la superficie = — + — ^ = ] en el punto Р(х», Уо, 20) 
Lo YYo 220 
ur 1 
, 9F 2x. дЕ _ 296 дЕ _ _ 22 
шимж эслэг ви сеш Л 
La ecuación del plano tangente es Zae (x — хә) — Wey — yo) — 2n (s —2) = 0. 
gi vi 2% 
que se reduce a Exe 2 S m 265 2 21 за и =, i = 1, Ya que Р, pertenece a la superficie. 
a с а с 


Demostrar que las superficies 


F(x, y, 2) = х? + ду: — 4z? —4 = бу О(х, у, 2) = х? + y? + z? — бх — бу + 22 + 10 = 0 son tangentes еп 
el punto (2, 1, 1). 


Tendremos que demostrar que las dos superficies tienen el mismo plano tangente en el punto dado. 


En (2, 1, 1): SB 44,45 = LI сыш ЦЕ y 
ду де 


or 
9G — E e 99 _ owes o er E 
ua X 6 = 2, зу uw 6 = ‚зр = 2218 = 4. 


Como las componentes (4, 8, —8] y [—2, —4, 4] de las normales a las dos superficies son proporcionales, ambas 
tienen el mismo plano tangente, 


12—2) + 2(у — 1) —2(-1) = 0 9 x + 2y — 22 = 2 
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8. Demostrar que las superficies F(x, y, 2) = xy + yz — ázx = 0 y G(x, y, 2) = 32: — 5x + у = 0 se cortan ortogonal- 
mente en el punto (1, 2, 1). 


Hemos de demostrar que los planos tangentes a las superficies, en dicho punto, son perpendiculares, o bien, que 
las normales a las superficies, en ese punto, son perpendiculares 


En (1, 2, 1): E = y — 42 = —2, = =x+2=2, y са = y— 4х = —2. Las componentes de la normal 


a F(x, у, 2) = 0 son [h, m, т,] = [1, —1, 1]. 
да eG eG 
Мэдээг ЭХ ааг Зүг = 62 = 1 = 
Еп (1,2, 1): ЭХ 5, ду 1, y 25 62 = 6. Las componentes de la normal а G(x, y, 2) 0 son 
(ћ, тз, m] = [—5, 1, 6]. 


Como lila + mm, + тлу = 1(—5) + (—1)1 + 1(6) = 0, dichas rectas son perpendiculares. 


9. Demostrar que las superficies Р(х, у, 2) = Зх? + 4y* + 82° — 36 = 0 y G(x, у, 2) = x? + 2y? — 4z? — 6 = 0 se cortan 
en ángulo recto. 


En un punto Р(х», уь, Zo) común a las dos superficies: 


& 
x = 6%, = = $, Z = 1620, у [3x4 4o 820] son las componentes de la normal a la superficie en P,. 


Análogamente, (x, 2y5, —4z,] son las componentes de la normal a G(x, у, 2) = 0 en Р. 


Como 3ж(ж›) + 4ye(2yo) + 820(-420) = 3x? + By? — 322: 
6(2 + Зуб — 425) — (Sz; + dy? + 822) = 6(6) — 36 = 0, 


dichas direcciones son perpendiculares. 


Deducir las ecuaciones (7) y (8) de la tangente y del plano normal а la curva alabeada C: F(x, у, 2) == 0, G(x, у, z) = 0 
en uno de sus puntos Ро(х,, Yos Zo). 


En P, las direcciones SES QE aF 5. 0. 2G 
дх ' ду? 02 


10 


92, ay’ az | son, respectivamente, perpendiculares а los 
planos tangentes a las superficies F(x, y, 2) = 0 y G(x, y, z) = 0. Como la dirección 
8Е/ду  aF/àz 9Е/д2  oF/àx дЕ!ох  oF/óy 
9С/ду  9G/0z 8G/àóz дС/дх üG/óx  óG/0y 
es perpendicular a dichas direcciones, será la de la tangente а C en P,. Por tanto, la ecuación de la tangente es 
X — Хе У — у 2 — Zo 
| 9Е/ду дЕ/д: oF/oz 4Е/дх ФЕјох 9Е/ду 
àG/óy 0G/dz 96/92 96/0% 96/дх ӘС/ду 


А 


y la ecuación del plano normal es 


üF/óx 9Е/ду 
9С/дх 46/ду 


9Е/0: 9Е/дх 
96/92 дС/дх 


(y — yo + (2—2) = 0 


ôF/ðy  oF/àz 
(2 Per Хо) + 


90G/0y 96/92 


11. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a la curva x? + y? + z? = 14, x + y + z = 6enel punto (1, 2, 3). 


Sea F(x, y, 2) = x? + у? + 1 — 14 = 0 y G(x, y, z) = x фу + z— 6 = 0. Еп (1, 2, 3): 


aF/a, аЁ{дк го 4€ 
== 2-2 - ES 
aG/ay абјаг 1 1 1 | 
ФЕ/92 9Е/дх 62 0F/0x 8üF/üy |24 : 
80/9: 0G/óx УЕ: Glaz оду] — |11 


х1 = -— - 3 у la ecuación del plano 


Como [1, —2, 1] son componentes de la tangente, su ecuación es 


normal es (x — 1) — 2(у — 2) + (2 — 3) = х —2y + 2 = 0. 
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х 12. 


13. 


14. 


15. 


16 


17. 


18. 


19 


21. 


Problemas propuestos 


Haliar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado: 

(а) х= гр у=е,2 =; t=1 501. 222 2 -— = >; 2х + 2у +32—9 =:0 
(b z= ѓе, у= е z—t; t=0 Sol. et = 5, +y+ar1=0 

(с) x = teost, у = tsent, z—t; t=0 Sol.. т=>=<, у=0: х+2 = 0 


Demostrar que las curvas (i) x = 2— t, y = — И, z = 2t* y (ii) x = 1 + 6, у = sen 8 — 1, z = 2 cos 6 se cortan en 
ángulo recto еп РА, —1, 2). Obtener las ecuaciones де la tangente y del plano normal a сада curva en P. 


z—-logytl.z72. „_у—4:+6=0 (Ш) z—y-2,2—-2; z4y —0 


50. (ф =— 1 i 


Demostrar que las tangentes a la hélice x = a cos t, y = a sen t, z = bt cortan al plano xy formando el mismo ángulo. 


Demostrar que la longitud de la curva (1) desde el punto / = t, hasta el / = f, viene dada por 


Ч 2 : 2 
Ч dz dy (e 
Í, (89 iS У ui 


Calcular la longitud de la hélice del Problema 14 desde / = 0a ft = t. Sol. Ya + b t. 


"Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado: 
(a) x*-c-2y'--F 22 = Б, 3х—2у— = 0; (1,1,1) 


(b) 92!-F4y! — 362 = 0, За+у+:——1 =0; (2,—3,2) (с) 422 = ту, & фу" = 80; (2,2,1) 
Sol. z—1 y-1.2-1. ээл == = | 
о (а) 5 7 - 2x + Ту —82—1 0 

(Б) Lf, y+3=0; e+z-4=0 (c) 22.02, 2-1 = 0; x—y-0 


Hallar las ecuaciones del plano tangente у de la normal а las superficies dadas en el punto indicado: 
х-1 у-2 2-3 


(a) аз+у+=2 = 14; (1,-2,3) Sol. x —2y + 3z = 14; 1 =3 3 

(b) +y + 22 = 1°; (ху, Ya, 21) Sol. xæ + уу + 212 = 75 с=з = E = == 
(с) 2 + 22° = 3y*; (2, 2, —2) Sol. x +3y— 22 = 0; 2-2 = ыы = чалы 

(d) 2х*+2ху+у#++1 = 0; (1,—2,—3) Sol. z—2y = l; #—1= 0, s= S 

(e) z=xy; (3, —4, —12) Sol. 4х—8у+ = 12; 2—3 = zti = ын 


(а) Demostrar que la suma де los segmentos interceptados sobre los ejes coordenados por el plano tangente а la super- 
ficie 1/2 + уза + 712 = 47 en uno de sus puntos es igual a а. 


(b) Demostrar que la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los segmentos interceptados sobre los ejes coorde- 
nados por el plano tangente a la superficie x? + у22 + 225 = д%З en uno de sus puntos es a. 

Demostrar que ias superficies dadas son tangentes en los puntos indicados: 

(0) xè +y? + 23 = 18, ҳу = 9; (3, 3, 0). 

(6) xt 4 yl + 73 — Bx — dy — ба + 24 = 0, x? | ју + 227: — 9: (2, 1, 1). 

Demostrar que las superficies dadas son perpendiculares en 106 puntos indicados: 

(а) х? + 2y! — 42' = 8, 4x? — y? + 22% = 14, (2, 2, 1). 

(D) х +0) + 2' = 50, xt + y! — 102 + 25 = 0; (3,4, 5). 


Demostrar que cada una de las superficies (1) 14x? + 11y? + 82° = 66, (ii) 327 — 5x + у = 0, (ш) ху + yz — 42 = 0 
es perpendicular а las otras dos en el punto (1, 2, 1). 


Capitulo 60 


Derivadas segón una dirección 
Máximos y mínimos 


DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION. Sea la superfi- 
се 2 = f(x, y) у Р(х, y, 2) un punto de la misma. Tra- 
zando por este punto (Fig. 60-1) planos paralelos a los 
coordenados xOz e yOz, cortarán a la superficie segün 
las curvas PR y PS, y al plano xOy segün las rectas 
P'M y P'N. 


Las derivadas parciales д2/дх y 92/ду particulari- 
zadas en el punto P, o bien en P'(x, y), representan la 
variación de z — P'P cuando permanecen constantes 
y y x respectivamente, es decir, la variación de z segün 
las direcciones de los ejes x e y, o sea, las pendientes 
de las curvas PR y PS en el punto P. 


Consideremos, ahora, un plano que pase por P 
y sea perpendicular al plano xOy formando un án- 
gulo б con el eje x. Si РО y P'L son las intersecciones | 
де este plano con la superficie, la derivada зерип Ја di- | M 
rección 0 de f(x, y) en P (o en P") viene dada por 


Fig. 60-1 

dz д2 

ds ^ 350080 EL (1) 
La derivada segün la dirección representa la variación de z — P'P en la dirección de P'L, esto es, 
la pendiente de la curva PQ en P. 


La derivada segün una dirección en un punto P es una función de 0. Si existe una dirección segün 
la cual la derivada en P tiene un máximo relativo, este valor recibe el nombre de gradiente de la 
función f(x, y) en P. El gradiente, pues, es la pendiente de la tangente más inclinada que se puede 
trazar a la superficie en el punto Р. 

(Ver Problemas 1-8.) 


Dada la función w — F(x, y, z), la derivada en un punto P(x, y, z) segün la dirección (a, B, y), 
viene dada por 
dF oF 
ds ¿ra + Sy сова + E созу (2) 


(Ver Problema 3) 


MAXIMOS Y MINIMOS. Supongamos que 2 = f(x, y) tiene un máximo (o un mínimo) en el punto 
Р,(х,, Yos 20). Cualquier plano que pase por Р, y sea perpendicular al plano хОу, corta a la super- 
ficie según una curva que tendrá un máximo (o un mínimo) en el punto Ё,, es decir, la derivada 

f 8f 


direccional —— cos 9 + oy: sen 0, de 2 = f(x, y) debe ser igual a 0 en P, cualquiera que sca el 


Ox 
valor de 9. Por tanto, en P,, 2/]дх = 0 y д/]ду = 0. 
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4. 


Los puntos en los cuales z = f(x, y) tiene un máximo (o un mínimo) son aquellos (x,, у) en 
los que se verifiquen simultáneamente las ecuaciones 0f/8x = 0 y 0f]óy = 0. Veamos los distintos 
casos que se pueden presentar: 


Supongamos que z — f(x, y) tengan primera y segunda derivadas parciales en una cierta región 


ч .. [0f Y [en or 
en torno al punto (xy, Yo» 2,) en el que 0/(0х y д/]ду son nulas. Si 4 Е г.) — | 253 | | ду < 0 


еп P,, 2 = f(x, y) tiene 

ef 
LT 
ef ау 
ET dE О 

Si 4 >0, no habrá en P, ni máximo ni mínimo; si 4 = 0 1а ЦЭНХЭР del punto crítico P, es 
indeterminada. (Ver Problemas 10-15.) 


of 


un mínimo relativo en P, si ->0 


un máximo relativo en P, si — 


Problemas resueltos 


En la Fig. 60-1, sea P''(x + Ax, у + Ду) un segundo punto de P'L, y representemos por Лу la distancia P'P''. Supo- 
niendo que las primeras derivadas parciales de z — f(x, y) sean continuas, segün el Problema 20 del Capítulo 57, tendremos 


Шин: 92 
А2 = dx Ах + ay Y + e Ax + e Ay 
donde e, y e, > 0 cuando Ax y Ay > 0. El valor medio de la variación де z entre los puntos P’ y P** es 
Az _ HB, Ax, да, Ду ESE 
A8 dx Ав T as S'as “as 
д2 
= эр ©°°9 + PLI + e соз. + е, еп 0 


siendo 0 el ángulo que la recta P'P'' forma con el eje х. Ahora bien, como P” — Р” а lo largo де P'L, la variación 
instantánea de z, es decir, la derivada direccional en Р”, es 


dz д2 д2 
CHE. ше ме — seno 
de as coso + ày 


Hallar la derivada de z = x? — 6y* en el punto P'(7,2) según la dirección (a) 0 = 45°, (b) 0 = 135°. 
La derivada en un punto Р(х, y) según la dirección 0 es 
dz 


д: д: 
Pix cos 0 + ду sen 0 = 2x cos 0 — 12y sen 0 


(а) En P'(7,2) en la dirección 0 = 45°: 42/45 = 2: 14/2) — 12: 27 2) = —5\/2. 
(b) En P'(7,2) еп la dirección Ө = 135%: 42/45 = 2: (—44/2) — 12: 2 2) = —19 2. 


Calcular la derivada де z = ye* en el punto P'(0, 3) en la dirección (а) 0 = 30°, (b) 0 = 120°. 
dz 
ds 

(a) En el punto (0, 3) en la dirección 8 = 309: drfds = 3 I(NC3) + & = МЗУЗ + 1), 

(b) Бич punto (0, 3) en la dirección 0 — 120° dz/ds — 3: 1—%) + ФАИЗ = H=3 + M3). 


= ye* cos 0 + e” sen 0 


: : : 6 | : 

La temperatura 7 де un disco circular en uno de sus puntos (v, у) viene dada por 7 = wei TEC siendo el origen 
de coordenadas el centro del disco. Hallar, en el puntot(1, 2), la variación de 7 con respecto а s según la dirección 0 = 7/3. * 
aq 2 64(2x) _ _ bay) 

шог Ru галдан 


Еп el punto (1, 2) еп la dirección 0 = 2/3: ЕЭ m 21 їг 256 ez) = - а + 2V3). 
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5. 


9. 


10. 
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El potencial eléctrico V en un punto (x, y) viene dado por V = Iny х! + у, Hallar la variación de V con respecto a sen 
el punto (3, 4) segün la dirección del punto (2, e 


dV 
uem Ever cos 0 + Fay sen 6 
Como 6 es un ángulo del segundo cuadrante tag 0 = 0508 = —2,созб = ЕШ y sen 0 = 2 
2—3 ; УУ NI 
Por tanto, en (3, 4) en la dirección indicada, dV = „зз. + 4( 2 = УБ 
ds 25 v5 25 УБ 25 
Calcular el gradiente де la superficie del Problema 2 en el punto indicado. 
En el punto (7, 2) en là dirección б, za = 14 cos 0 — 24 sen : 
Para ћаЏаг el valor де 6 para el cual = es máxima, tenemos —- * dz A) = —14 sen 0 — 24 cos 0 = 0. 


Por tanto, tag 0 — —24/14 — —12/7 y 0 es un ángulo del segundo o del cuarto cuadrante, Si es del segundo cua- 
drante, sen Ө = 12/4/ 193 y cos 0 = —7/4/193. Si fuera del cuarto, sen 0 = —12/4/193 y cos 0 = 7/4/ 193. 


2 
Como € (E) = 5 (— 14 sen 0 — 24 cos 6) = — 14 cos 0 + 24 sen 0 es negativo para un ángulo del cuarto 


cuadrante, el gradiente es < Nm Tx) = 2 4/193 y la dirección es 6 = 300° 15". 


кш 


Hallar el gradiente де la superficie del Problema 3 en el punto indicado. 
En el punto (0, 3) en la dirección б, 227 = 3 cos 0 + sen 8. 


Para hallar el valor de 6 para el ааг PR máxima, tenemos 7 26 dc: 23 | = —3 sen 6 + cos 9 = 0, 


Luego tag 0 = 1/3 y без un ángulo йн primero o tercer cuadrante, 
2 
Como Ён (5) = = (—3 sen 0 + cos 0) = —3 cos 0 — sen 0 es negativo para un ángulo del primer cuadrante, 


el gradiente es Hn = 3 —— = Y 10 y la dirección es 0 = 18? 26” 


873167 vu 


En el Problema 5, demostrar que la variación del potencial Y con respecto a s es máxima a lo largo de rectas que pasan 
por el origen. 


; A dv _ ЁЛ Yi 
En un punto (ху, yi) en la dirección б, ao "EU cos 8 + a+ 


z Sen 6. 
1 


A 23061590) _ ми 
Cuando “16: ү) = = z E seno + rg сове = 0, (аве = zai y EU. 


Por tanto, 6 es el ángulo de inclinación de la recta que une el origen con el punto (ху, y). 


Hallar la derivada de F(x, y, 2) = xy + 2xz — y? + z^ en el punto (1, —2, 1) a lo largo de la curva x = ;, у = t — 3, 
z = t! en la dirección creciente de z. 


Las componentes de la tangente a la curva en (1, -—2, 1) son [1, 1, 2] у los cosenos directores 


son (1/У6, 1/V6, 2/V6]. La derivada en esa dirección es 


añ üF її 1 1 ? 1йүй 
gp mg i соз Е “ад СОЛ у = UU. "E AJ CE cn CNET | Пт = A 
ay аг ve V6 V6 6 
Hallar los máximos y mínimos de f(x, у) = x! + y! — 4x + бу + 25. 
Las condiciones + = 2х —4 = 0у EC == 2y + 6 = 0 se satisfacen cuando х = 2, y = — 


Como f(x, y) = (x —4x + 4) + O? + бу + 9) + 25—4 — 9 = (x — 2)* + (y + 3) + 12, es evidente que 
f (2, —3) = 12 es un mínimo de la función. 


Geométricamente, (2, —3, 12) es el mínimo de la superficie z = х? + y? — 4x + бу + 25. 
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11. Hallar los máximos у minimos de f(x, y) = x? + y? + 3xy. 


Las condiciones X- 3(х@ + у) = бу й = у + x) = 0 se satisfacen cuando х = 0, у = 0 y cuando 

x = —1, y = —l. 
Az 2 of әу су гу of _, 
Оа рр Утаа С Luego | mco] mrs se 7 > O yen (0, 0) no 
hay máximo ni Бар 
d 25 у dte s. af ја eof of _ 
Еп ( 1, —1): "axi = --6, x ду - 3, yt = —6. Luego САХ Эр E). EN "yr = —27 < 0, y 
of + = 2 < 0. Por tanto, /(—1, —1) = 1 es el máximo de la función. 

“Өх5 * ду 


12. Dividir 120 en tres partes de manera que la suma де los productos tomados de dos en dos sea máxima. 


Sean x, у y 120 — (x + y) las tres partes, 
Tendremos que hallar el máximo de 5 = xy + (x + X120 — x — y). 


д, 
= = y + (120 — x — у) — (x + у) = 120 — 2х — у, 25 = х + (120 — х — у) — (х + у) = 120 — x —2y. 
25 95 
Cuando X л = 0, tenemos 2x + y = 120 y x + 2y = 120. 


Luego x = 40, у = 40, 120 — (x + у) = 40 son las tres partes, y 5 = 3*40* = 4 800. 


Para la solución 1, 1, 118, S = 237; evidentemente, 5 = 4 800 es el valor máximo. 


13. Determinar el punto del plano 2x — y + 22 = 16 más próximo al origen. 


Sea (x, у, 2) el punto buscado; el cuadrado de su distancia al origen es D = x* + y* + z*. Como 2x — y + 22 = 16, 
у = 2x + 22 — 16 será D = х? + (2х + 22 — 16)9* + z*. 


Las condiciones др; дх = 2x + 40х + 22 —16) = 0 y 0D/0z = 4(2x + 2z — 16) + 2z = 0 son equivalentes 
a 5х + 42 = 32, 4x + 52 = 32 у x = 2 = 32/9. Como sabemos que existe un punto para el cual D es mínimo 
(32/9, —16/9. 32/9) es el punto buscado. 


14. Demostrar que el paralelepipedo de área total S constante de volumen V máximo es un cubo. 
Sean las dimensiones x, y y 2. Será V = xyz y 5 = 2(ху + yz + zx). 


De la segunda ecuación se despeja z y se sustituye en la primera, con lo cual, resulta V en función de x e y. Todavía 
se puede resolver más fácilmente, si se considera a z como una función de x e y. Tendremos 


aV dz aV д2 aS a), 
лан === eee на == ЦЭЭР — = = + 
ox yz + Xy. oy zz + жй, Эх 0 2(у+: 222 ЕЕЗ 

oS _ TT 92 д2 

ар 0 = „(а ++ а њу 
De las dos ültimas, тууа T AES Mira 

ex x+y x+y 
Luego las andide от: = уг — хуу. + 2) -0у 2405 xz — хил = 0 зе reducen a y*(z — x) = 0 У 
дх x+y ду x+y 


x*(z — у) = 0. Por tanto, x = у = 2, como queríamos demostrar. 


15. Calcular el volumen У del paralelepipedo recto de mayor volumen que se puede inscribir en el elipsoide 
a* y! P 
Sea Р(х, y, 2) un vértice, en el primer ostante. Tendremos V = Bxyz. 


Consideremos a z como una función, de las variables independientes x e y, dada por la ecuación del elipsoide. 
Las condiciones necesarias para un máximo son: 


oV дг aV 02 
дж JE ша x) ERE: ду (= 2 23 л 
De la ecuación del elipsoide obtenemos 2% 22,802 _ 0 y 2y 22, дг _ 0. 


o č дах b e ay 


282 


16 


40 


DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION MAXIMOS У MINIMOS [CAP. 60 
Eliminando 22/ 2х y 0z/ ду entre estas relaciones у (7) obtenemos 
OE 
y finalmente х = a = n ; (2) 


Combinando (2) con la ecuación del elipsoide llegamos a x = a4/3/3, у = b/3/3, y z = см 3/3. 
Luego У = 8xyz = (84/3/9)abc unidades de volumen. 


Problemas propuestos 


Hallar las derivadas de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas: (а) 2 = x? + xy + у?, 
(3, 1), 6 = 2/3. (b) 2 = х? + y? —3xy, (2, 1), 0 = arc tag 2/3.(с)2 = у + x соз ху, (0, 0), 0 = л/3.,(4)2 = 2x* + Зху— у?, 
(1, —1), en la dirección del punto (2, 1). Sol. (а) 11 + 54/3), (b) 214/13/13, (c) КІ + У), (4) 114/5/5. 


Determinar el gradiente de.las funciones del Problema 16 en los puntos dados. 


Sol. (a) Y 78, (b) 34/10, (c) 2, (d) У 26. 
Demostrar que el gradiente de V = In 4/x* + y? del Problema 8 es constante a lo largo de un círculo x? + y? = rê. 


Dada la superficie 2 = 8 — 4x? — 2y*, hallar (a) la dirección de la máxima pendiente en el punto (1, 1, 2) y (b) la dirección 
de la tangente a la curva de nivel 2 = constante. Obsérvese que ambas direcciones son perpendiculares. 
Sol. (a) arc tag 1, tercer cuadrante; (b) arc tag —2. 


Demostrar que la suma de los cuadrados de las derivadas de 2 = f(x, у) en uno cualquiera de sus puntos y en dos direc- 
ciones perpendiculares, es igual al cuadrado del gradiente. 


Sean las funciones 2 = f(x, y) y w = g(x, y) de forma que 22/ дх = 0w/0y y 22] ду = —0w/ Ox. Si 6, y 6, son dos 
direcciones perpendiculares, demostrar que, en un punto cualquiera Р(х, y), 0z/0s, = 0w/0s, y д2/ д5, = — ди! 0r. 


Hallar la derivada de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas: 
(а) xy2z, (2, 1, 3), [1, 2,2]. (6) х + y? + 23, (1, 1, D, en la dirección del punto (2, 3, 4). (с) x? + у? — 2х2, 
(1,3, 2), a lo largo de x? + y? — 2xz = 6, 3x? — y? + 32 = 0 en la dirección creciente de 2. 


Sol. (а) —17/3 (Ы 6V14/7 (00 


. Hallar los máximos y mínimos de las funciones: 


(а) 2 = 2x + dp — х? — у? — 3 Sol. Мах. = 2 рага х = 1, у = 2 

(b 2 = x? + y?! — Зху Sol. Mín. = —1 рага х = 1, у = І 

(с) 2 = х? + 2ху + 2y? Sol. Min. = 0 рага х = 0, у = 0 

(d) 2 = (х — у) (1 — xy) 501. No tiene máx. ni min. 

(e) 2 = 2x? + у? + бху + 10x —6y + 5 Sol. No tiene máx. ni mín. Ч 

(f) z = 3x — 3y — 2x* — xy? + 2х2у + y? Sol. Mín. = —4/6 para x = —^/6/6, у = V 6/3; 
máx. = Уб рага x = V6/6, у = —4/6/3 

(2) 2 = ху(2х + 4y + 1) Sol. Мах. = 1/216 para x = —1/6, у = —1/12 

Determinar tres nümeros positivos x, у, 2 tales que: 

(а) х+у-+ 2 = 18 у xyz sea máximo. (с х фу + 2 = 20 y xyz? sea máximo. 

(b xyz = 27 y x + y + z sea mínimo. (d) х фу + 2 = 12 у xyiz* sea máximo. 


Sol. (a) x = y = z = 6, (b) x = y =z = 3, (с) x = у =5, z = 10, (d) х= 2, у= 4, 2 = 6 


Calcular el mínimo valor del cuadrado de la distancia del origen al plano Ax + Ву + Cz + D = 0. 
Sol. D*/(A* + В? + C?) 


(а Hallar el maximo votumen de una caja paralelepipédica iñ tapa &uperior cuya área total ez de 108 metroe cuadrados, 
(2) nala là minima агаа иат de una caja Daraleleninédica sin гапа superior ас 500 Metros enbicós de volumen. 
моћ (a) 108 т“, (6) 300 па", > 


Determinar sl punto de z = xy — 1 más nróximo al origen. Sot. (0. 0. =l). 


. Hallar la ecuación del plano que pase por el punto (1, 1, 2) y determine, en el primer octante, un volumen mínimo, 


29. 


Sol. 2x + 2y + 2 6. 


Determinar los valores de р y 4 de tal forma que la suma 5 de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos 
(0, 2), (1,3), y (2, 5) a la recta у = px + 4 sea minima. 


Ind. 5 —(q—2Y +(р + а — 3) + (2р + а — 5)'. Sol. p = 3/2, а = 11/6. 


Capitulo 61 


Vectores en el espacio 


EL ESTUDIO DE LA GEOMETRIA ANALITICA PLANA 
mediante el cálculo vectorial es, normalmente, com- 
plejo debido a que los problemas que en ella se pre- 
sentan se pueden resolver teniendo en cuenta el con- 
cepto de pendiente. Por el contrario, el estudio de la 
geometría analítica en el espacio se facilita enorme- 
mente introduciendo el concepto y álgebra vectorial. 


Tres vectores a, b, c con el mismo origen no situados 
en un mismo plano ni paralelos dos a dos, forman un 
triedro a derechas si el sentido de c coincide con el de 
avance de un sacacorchos cuyo movimiento de rota- 
ción sea de a a b (Fig. 61-1). También se verifica que 
el sentido de b corresponde al de avance cuando 1а ro- 
tación sea de са a y el de a, con el de avance cuan- Fig. 61-1 
do la rotación tiene lugar de b a c. 


Supongamos que los ejes de coordenadas forman 
un triedro trirrectángulo a derechas (Fig. 61-2), y sean 
i, j, k los vectores unitarios según los semiejes positivos 
x, у, y z, respectivamente. Teniendo en cuenta lo dicho 
en el Capítulo 18, un vector libre cualquiera a se 
puede expresar en la forma 


2 


а = dii + ај + ak 
y si P(x, y, 2) es un punto cualquiera del espacio, el 
vector de posición r de P es 


т = ОР = ОВ + ВР = ОА + АВ + ВР (1) 
= xi+yj+2k"7 


Toda el álgebra expuesta en el Capítulo 18 es válida 
en este capítulo con la diferencia de que, ahora, hemos Y 
de tener en cuenta una dimensión más. Así, pues, si 


a = aji + aj + ask y b = bii — 5,j + bak, tendremos Fig. 61-2 
ка = кад + ка, + как siendo K un escalar cualquiera 
а = b si y solo sa = б, 04 = ba, da = 5, 
а == (а + gi + (а, se baj = (0, == ћу 
a'b — |а| |b| cos 0, siendo 0 el menor ángulo de los formados por a y b 
1'1=)ј'ј=К-к=1; 1] = ј]"к= Кк'1=0 
јаје Маса Val t di d 


a'b = 0 si a = 0, o b = 0, o si a y b son perpendiculares. 
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De (1), obtenemos 
|| = Мег = уха y? 22 (2а) 


рага la distancia del punto Р(х, у, 2) al origen. Tam- | 
Уз, 23) 


bién si Р(х, у, д) у Рх, уз 25) Son dos puntos 
cualesquiera (ver Fig. 61-3) 
P, P, = P, B + BP, = P, A + AB + ВР; 
= (ха — xi + (у; — YDİ + (22 — z)k 
у ЗА 
|Р, Р, | == У(х, — х) + (у; — x + (2, — 2) (20) y 


es la fórmula que nos da la distancia entre dos puntos. 
(Ver Problemas 1-3.) 


`a 


e 


Fig. 61-3 


COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR. Sean а, 6, y, los ángulos que un vector a = aji + ар) 
+ ak forma, respectivamente, con los semiejes positivos x, y у 2, como se representa en la 


Fig. 61-4. De 
i*a = | |јај сова = |а| сова 
j'a = |а| cosg, К-а = |а| сову 


tenemos 
ira а, j'a az 
сова = = —, соё = = 77 
EE E б а“ 
E К.а _ а 
cosy = a] Та 
Estos son los cosenos directores de a. Como ii 
a? + а? + ад 
соза + cos? 8 + cos?y = = = 1 
el vector и = i cos a + j cos B + k cos y es un vector 5 
unitario paralelo a a. Fig. 61-4 
VECTOR PERPENDICULAR A OTROS DOS. Sean 
а = i+ 02] + ask у b = bii + Бәј + Бак 
dos vectores no paralelos con el origen común Р. Es fácil de demostrar que el vector 
ва аз а aa a 
с = alittle alit | pk = |а аз аз (8) 
2 3 3 1 1 2 bi b; ba 
es perpendicular a a y b y, por tanto, al plano que forman. 
En los Problemas 5 y 6 se demuestra que 
[е = ја | Ib] sen 8 
(4) 


= el área del paralelogramo que tiene a a y b como lados no paralelos. 


En el caso de que los vectores a y b sean paralelos, b = ka y, según (3), se deduce que e =0, 
es decir, e es un vector nulo. Un vector nulo, por definición, tiene de módulo 0 y dirección y sen- 


tido sin especificar. 
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PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES. Sean 
а = а,1+ ој + ask у b = bii + bsj + bsk 


dos Vectores con el mismo origen P y n el vector unitario normal al plano formado por a y b, con 
un sentido tal que a, b y n forman un triedro a derechas de origen P, como se representa en la 
Fig. 61-5. El producto vectorial de a y b es, por definición, 


a x b = ја |b| sen 0n (5) 


siendo 0 el menor de los ángulos formados por a y b. 
Por tanto, a x b es un vector perpendicular a a y b. 


Como se ve en el Problema 6, 
ја x b| = [a] |b] sen 0 


representa el área del paralelogramo que tiene a a y b 
por lados no paralelos. 


Si a y b son paralelos, 0 — 0 o л, y ax b 0. Por 


tanto, 
ixi=jxjj=kxk=0 (6) Fig. 61-5 
Si en (5) se invierte el orden de a y b, n se debe sustituir por —n; luego, 
bxa = (ах) 0) 
Como se han elegido los ejes coordenados de forma que determinen un triedro a derechas, se 
deduce 
іхј = k jxk = і kxi = j (8) 
jxi = -k Кхј= = ixk = -j 


Aplicando la propiedad distributiva (ver Problema 8): 


(a+b)xe = ахс+Ьхс (3) 
Multiplicando (9) por —1 y aplicando (7) se obtiene: 


сх(а+ђ) = cxa+cxb (9) 
Ре допде | 
(a+b) х (ска) = ахе+аха + bxc + bxd (10) 
i j k 
axb = ја а; аз (11) 
bı ба da 


(Ver Problemas 9-10.) 


TRIPLE PRODUCTO ESCALAR. Sea 0 (Fig. 61-6) el menor 
де los ángulos formados por los vectores b y c y ф el co- 
rrespondiente de los formados por a y b x c. El triple 
producto escalar es, por definición, 


a*(b x c) =а || [ej sen 8 n = |а| |b| |e| sen 8 cos $ 
= (|a| cos ф) (|b| je] sen 0) = ЛА 
— volumen del paralelepípedo 


b 
Se demuestra (ver Problema 11) que Fig. 61-6 
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а, ај аз 
a*(bxc) = |bi bz бај = (ахЬ)',с (22) 
Ci 02 Сз 
Сі Cz Сз ај а» аз 
с:(ахЬ) = |a: az азј = | 0 03| = a-(bxc) 
bi bz bs Cı Ca C3 
b, bz фз ал аз аз 
b- (ах с) = а, dz аз = —|bi b2 ba = —а,(Ь хс) 
Сі C2 ©з €1 С; ёз 
Análogamente, tenemos 
a*(bxc) = с: (axb) = Ъ: (сха) (13) 
y a*(bxc) = —БЬ.{ахс) = -с (БХа) = —a' (ex b) (14) 


De la interpretación del producto а * (b x с) como un volumen, se deduce que si a, b, c son tres 
vectores coplanarios, а * (b x с) = 0 y recíprocamente. 


Los paréntesis, en las expresiones a*(b x c) y (a x b)*c no son necesarios. Por ejemplo, 
a'b x c solo se puede interpretar bien por el producto a * (b x c), o bien por (a + b) x c. Ahora 
bien, a* b es un escalar y (а, b) х c carece de sentido. 

(Ver Problema 12.) 


TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL. En el Problema 13, se demuestra que 
a х(Ф xc) = (a: c)b —(a:b)c (15) 
Análogamente, | 
(a x b) хс = (a: еђ — (b: сја (16) 
Por tanto, excepto рага el caso en que b sea perpendicular a а y с 
a x(b хе) z (axb)xc 


aquí es necesario utilizar paréntesis. 


ECUACION DE LA RECTA. Una recta del espacio que pase por un punto dado Р((Ху, уо, zo) se define 
como el lugar geométrico de todos los puntos P(x, у, 2) tales que P4P es paralelo a una dirección 
dada a = aji + a,j + ask. Sean r, y г los vectores de posición de los puntos de Р, y P, respecti- 
vamente. Tendremos 

г-— го = ka (k, un escalar variable) (17) 
es la ecuación vectorial de la recta PP,. Ver Fig. 61-7. 
Poniendo (17) en la forma 
(x — хо)і + (у — yoi + (2 — zok = Ка! + aj + ask), 
e igualando componentes 
х — хо = Ка, У--Уу- Ка, 2 — 29 = Каз 
eliminando k, llegamos a 
Х— Xo У-Удс, _ Z— 20 (18) 
а 8; аз 


que es la ecuación де la recta en coordenadas cartesianas 
rectangulares. Los números [a,, ас, аз] son las componen- 


la]? ја! ' fal | 
tores. Fig. 61-7 


tes de la recta y Е а» Ч son sus cosenos direc- 
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ECUACION DEL PLANO. Un plano del espacio que pase 


1. 


Si una cualquiera de las componentes a,, а,, а, es cero, el numerador correspondiente en (18) 
también es nulo. Por ejemplo, si а, = 0, а,, аз == 0, la recta viene dada рог 


y — Yo _ 2—® 


т— Фо = 0 
я dz аз 


por un punto dado Р„(ху, Yo» Zo) se define como el lugar 
geométrico de todas las rectas que pasando por P, son 
perpendiculares a una dirección dada а = Ai + Bj + Ck. 
Sea P(x, y, z) otro punto cualquiera del plano. En estas 
condiciones, г — rọ = P, P es perpendicular a a, como 
se representa en la Fig. 61-8, y la ecuación del plano será 


(r—r):a=0 (19) 


о Fig. 61-8 
En coordenadas rectangulares, tendremos ч 


(О — xi + (у — 80} + (2 — zok} + (Ai + Bj + Ck) = 0 
о Alx — Хо + ВО — yo) + С(2 — 2,) = 9 
о Ах + Ву + Cz D = 0 (20) 
siendo D = —(Ax, + By, + Сл,). 
Recíprocamente, sea Po(Xo, Yo, Zo) un punto де la superficie 


Ax + Ву -Cz-D—0 
Sustituyendo Ах + Ву + Cz; + D = 0 
Кезїапдо, 
A(x — хь) + BO — у) + C — 20) 
= (41 + Bj + Ck): (x — хоћ + (у — Yoj + (2 — ток) = 0 


el vector constante Ai + Bj + Ck es normal а la superficie, por lo cual dicha superficie es un plano. 


Problemas resueltos 


Hallar la distancia del punto Р, (1, 2, 3) al: (a) origen, (5) eje x, (c) eje 2, 
(d) plano xy, (e) punto P, (3, —1,5). 


(а) r = ОР, = i+ 2j + Зк; | = VPEA 3° = У14 

(b АР, = АВ + ВР, = 2j + ЗК; |AP,| = У4 +9 = v13 
(с) DP, = DE +EP, = 2}+1; |DP,| = УБ 

(4) ВР, = ЗЕ; |ВР | = 3 

(е) Р.Р, = (3-11 + (C1—2)j + (5—3)k = 2i — 3j + 2k 


|P, Pa| = У4+9+4 = y17 


Hallar el ángulo 0 formado рог los vectores que unen О con Р, (1, 2, 3) 
у Ра (2, —3, —1). 


n = ОР, = 1+2) + 3, r = ОР = 21 — 3j — К 
nin _ 10) 20-8) 8311) _1 ,. 1909 


ri] [rel ут y 14 2” Fig. 61-9 


20869 = | 
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4. 


5. 


6. 


7. 
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Hallar el ángulo a = / BAC del triángulo АВС cuyos vértices son 
АС, 0, 1), 82, -41, 1), C(—2, 1, 0). 


а-АС--3-1-К, b=AB=i-j 


a 
a*b —8—1 
созде = = ———— = —0,85280, = 148°81' 
ми v22 2 В b A 
Fig. 61-10 
Hallar los cosenos directores de a = 3i + 12j + 4k. E 
Los cosenos directores son 
созыла ку cos 8 = sasani y Ru e 
— ја! 13” — Jal 13” Ја! 13 
Si a = aji + а + ask y b = bj + b:j + bk son dos vectores trazados desde un punto P y si 
йз аз а} аз ал de 
с = i + j k 
вов 20 0 
demostrar que |с| = ја | |b| sen 6, siendo 0 el menor de los ángulos formados por a y b. 
a'b 
Tenemos cos 0 = —— — 
аыр У 
ach | V(ai + a+ аЗ) + Б + 53) — (aibi + агб + аза)? lej 
зепд = 1 — ¿3 = = 
la] |b| lal [b] lal lb! 


Luego, [с ја! |b] sen n como queríamos demostrar. 


Hallar el área del paralelogramo cuyos lados no paralelos son a y b. 


De la Fig. 61-11, k = |b| sen ] y el área es л ja] = |а| |b| sen Ө. 


Sean a, y Яс, respectivamente, las componentes de a paralela y perpendicular a b, ver Fig. 61-12, Demostrar que 
ахђ=ахђуад xb=0 | 
Si 0 es el ángulo formado por a y b, será |а,| = |а| cos ду |a;| = ja] sen 9. Como а, а,, b son coplanarios 


а, X b = laz! |Ы sen фп = la] sen Ө |b| n 
= la] |b|senOón =a x b 


Como a, y b son paralelos, a, x b = 0 


Fig. 61-11 Fig. 61-12 


С 
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8. Demostrar дие (а + Б) хс=ахе+ЫЬ х c. 


En la Fig. 61-13, el origen P de los vectores a, b, c está en el 
plano del papel, mientras que sus extremos están situados por 
delante de este plano. Los vectores a, y Б, son, respectivamente, 
las componentes perpendiculares a с de a y b. Por tanto, ац, Бу, 
а, + b, a, X e, b, x e y (a, + b) х c, están en el plano del 
papel. 


En los triángulos PRS y PMQ, 
RS _ [bb xe! || «| _ li] | М9. 


PR ` jaxe] _ јаја la РИ’ 


con lo que PRS y РМО son semejantes. Como PR es perpen- 
dicular a PM y RS lo es a MQ, PS es perpendicular a PO y a 
PS — PQ x c. Así pues, 


PS = РО x с = PR + RS 


о bien (a, + bh хс=а хе +->" ђ хе 


sustituyendo a, y b, por а y b, respectivamente (ver Problema 7), 
resulta lo que se trataba de demostrar. 


Fig. 61-13 


(а-5)Хс = ахе + bxXce 


9. Siendo a = aj + ај +axk y b = bi + bj + bk, demostrar que 


i j k 
axb = üi а аз 
b b b 


Aplicando la propiedad distributiva 


axb (ari + ај + ask) X (bii + b2j+ bsk) 
aji X (bii + 5з] + bsk) + azj X (bii + bsj + bak) + ask X (bii + 6) + bsk) 
= (a1bsk— asbaj) + (—asbik + аз Бай) + (аз 5.} — asbai) 


(as bs — аз bs) = (ал b3— аз 94) + (ал b. — a:bı)k 


i j k 
= а аз аз 
b; bı bs 


10. Deducir el teorema de los senos de la trigonometria plana. 


Consideremos el triángulo ABC cuyos lados son a, b, c de módulos a, b, c, respectivamente, y cuyos ángulos inte- 
riores son а, |, А. 


Tendremos 
.actbtcz 0 
Como ах(а+ђ-+с) = axb+axe = 0 о axb = сха 
y bx(a+b+e) = bxa+bxe = 0 о bxc = ахћ 
Sea axb = bxc = exa 
lal |] seny = |Ы sena = ella] seng 
ab seny = besena = ва ѕеп 8 
* seny _ Sena _ seng 


с заал b 
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11. Si a = ai + aij + ask, b = b + bj + 5k, y с= cá сј + ck, demostrar que 


а; а» аз 

a*(bxe) = b b bi 

€1 Сз Єз 
i j k 
а+(Ъ х е) = (а:1 + а) + азк) • |, bs bs 
Ci 0: ©, 


= (ari + аг) + азк) LÀ | (вэ сл RT bsc; + (зс, m b,c3)j + (bye: = bzc1ı)k] 
T ал (6; cs — baco) + а (басг- bica) + аз (Ье — bici) 


ар dz аз 


b, b ds 


12. Demostrar que a · (а x с) = 0. 


Рог (12), ачахс)- (а ха)'е = 0. 


13. Si a, b, с son los vectores del Problema 11, demostrar que a x (b x с) = (а · с) — (а * b)c. 


i j k 
a x (b xc) = (asi + ar] + ask) x|b; b b 
Сї Ca сз 


= (asi + ај + ask) X [(baea - bieni + (0301 — db, ca) + (bic: БЭР b2c,)k] 


i j k 
= ал аз аз 
baca — бас: baci — bica bicz — baca 


=  Кагбас; — азбас — aabaci + азб. сз) 
+ jíasbrcs — asbac, — а Б.с + а, зех) 
+ k(aibsei — a1b,cs — агбрса + ar baca) 


+ јь (а.с. + агс + азез) + јсг (алб, + azb: + asbs) 


іб: (ап с! + даб + азсз) іс. (а: 61 + а 6 + азбз) 
+ kb: (ал с, + аз бә + аса) + Кез (абз + a2 bs + азба) 


= (bii t 5:) + Ь,К)(а • c) ыг (cri + сз] + €3k)(a * b) 
= ас) — с(а:ћ =  (а•ећ — (a*b)e 


como queríamos demostrar. 


14. La mínima distancia d entre dos rectas del espacio que se cruzan, 1, y ^, es la distancia de un punto cualquiera de 1, al 
plano que, pasando por |, es paralelo а f,; es decir, sí P, es un punto де /, y Р, de h, d es la proyección, prescindiendo 
del signo, de P,P, sobre una perpendicular común a /, y l. 


Supongamos que /, pasa por el punto Ри Ху Ур 21) y tiene la dirección de à = mi + mi + ak, y que ? pasa por 
Р (хь, ys; ту y tiene la dirección b = би + baj + hyk. 


Como P,P, = (х, — х + (y, — уд + (а, — 2,)К y el vector a > b es perpendicular а /, у h, tendremos 


(rs — ri) * (a X b) 
la x bl 


d m P,P, "(ах b) 
5 ах bl 
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15. Hallar la ecuación de la recta que pasa рог Ри, 2, 3) y es paralela a a = 2i — j — 4k. ¿Cuál de los puntos A(3, 1, —1), 
B(1/2, 9/4, 4), СС, 0, 1) está situado sobre dicha recta? 


De (17), la ecuación vectorial es 


(xi + 9j + zk) — 6 + 2j + 3k) 


k(2i — j — 4k) 
O Sea 


(i) (x — Di + (y — 2j + (2 —3)k = kQi — j — 4k) 


| 


la ecuación en coordenadas rectangulares es 
5 х-1 у-2 _ 2—3 
(ii) El ша 


Aplicando (ii), зе ve fácilmente que А y B pertenecen а Ја recta, у С, no. 


En la ecuación vectorial (i), para ver si un punto pertenece a una recta, basta dar un valor a k e identificar compo- 
nentes. El punto A pertenece а la recta porque 


(3 — Di + (1 — 2j] + (E — 3k = &k(2i — j — 4k) 
para k = 1. Análogamente В pertenece a la recta, ya que 
—di+ d+ К = kQi — j — 4k) 
para k = —}. El punto C no pertenece а la recta porque 


i—2j —2k = k(2i —j — 4k) 


no se verifica ningún valor de k. 


16. Hallar la ecuación del plano 
(a) que pasa por Р,(1, 2, 3) y es paralelo a 3x — 2у + 4z — 5 = 0. 
(b) que pasa por Pa(1, 2, 3) y Р;(3, —2, 1), y es perpendicular al plano 3x — 2y + 42 — 5 = 0. 
(c) que pasa por Ра, 2, 3), PY, —2, 1) у Р,(5, 0, —4). 
Sea P(x, у, z) un punto genérico del plano buscado. 


(a) El vector a — 3i — 2j + 4k es normal al plano dado y al que se quiere hallar. La ecuación vectorial de este 
ültimo es 


(е — е) ‘а = 0 
у en coordenadas rectangulares es 
: 3(x — 1) — y —2) + 42 —3) = 0 


о sea 3x —2y + 42—11 = 0 


(b) El vector r, — ғ, = 2i — 4j — 2k у а = 3i — 2j + 4k son paralelos al plano pedido; por tanto, (г, —r,) x a 
es normal a dicho plano. Su ecuación vectorial es 


(r—r9-[(r, — ra) xa] = 0 


La ecuación en coordenadas rectangulares es 


i j k 
(r—rj):| 2 —4 —2 = [(x-—- Di + (y — 24 + (2 — 3)k] * [—20i — 14) + 8k] 
3—2 4 | 
= —>20х — 1) — 149 —2) + 82 — 3) = 0 
о зеа 20x + 14у — 82 — 24 =- 0 


(c) El vector r, —r, = 21 —4j —2k y r,—r, = 4 — 2j-— 7k son paralelos al plano pedido, рог lo cual 
(ri— ro х (r; — гү) es normal a dicho plano. Su ecuación vectorial es 


ХУ = i =o ^ i" "yl 7 Y 


y In ecuación an onardanadao rantangulanar лп 


i j К 
(r—r):|2 — —2| = [G— DI + Qr — 2j + (2 — 3k]. [4i + 6j + 12k] 
a een 


= 24x—1)+ 6y —2) + 122 — 3) = 0 
о sca 4x + у + 22 — 12 = 0 
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17. Hallar la distancia d del punto Р,(|, 2, 3) al plano л de ecuación 3x — 2y + 52 — 10 = 0. 


Un vector normal al plano es а = 3i — 2j + 5k. Tomemos el punto P,(2, 3, 2), del plano л. La distancia d, pres- 
cindiendo del signo, es la proyección de P, P, sobre a. Por tanto, 


(ri —ro)*a 


(-j—-k*(-2j-5k)| _ 2 
[al e 15 38 


v38 


d = 


Problemas propuestos 


18. Hallar el módulo de los vectores 
(а) a = 2i 4 3j + К. 
(5) b = 3i— 5j + 9k. 
(c) e, que une P,G, 4, 5) con РІ, —2, 3). Sol. (a) V14, (b) 115, (с) 2/11 


19. Dados los vectores del Problema 18: 


(а) Demostrar que a y b son perpendiculares. 

фу Hallar el menor de los ángulos formados por a y c. Idem de b y c. 
(c) Hallar los ángulos que b forma con los ejes coordenados. 

Sol. (Б) 165214”, 85710" (c) 73745", 117947”, 32956", 


20. Demostrar que: i-i = j:j —k:k— 1; itj = К Кі = 0, 


21. Hallar el vector unitario en las direcciones de los vectores a y b del Pro- 
blema 18. 


22. Hallar los ángulos interiores 8 y y del triángulo del Problema 3. 
Sol. В = 2212', y = 9016" 


23. Dado el cubo de arista unidad de la figura, hallar: 


(a) el ángulo formado por su diagonal y una arista, 
(b) el ángulo formado por su diagonal y la de una cara. 
Sol. (a) 54244”, (b) 3516" < 


а'ђ 
24. Demostrar que la proyección escalar de b sobre а viene dada por ——- . 
DD d Por "ial Fig. 61-14 


25. Demostrar que el vector с de la ecuación (3) es perpendicular a los a y b. 


26. Siendo a =i+j, b = i — 2k, c = 2i + 3j + 4k, calcular 


(a) a x b = —2i + 2j —k (e) a-(axb)-0 

(M B X Clu) T ЈЕ (N) R (DX C) mti 

C) tX 8 — = TA A qw) «^qnu-»m 3 nm 
(d) (а + 0) x (4 — 0) = 41 — 4j + ZK (0) C X (А x р) = = 111 == 01 T IUK 


27. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son 41, 2, 3), 862, —1, 1), CC—2, 1, —1). 
Ind. (АВ x АС| = doble área. Sol. 54/3. 


28. Hallar el volumen de! paralelepipedo cuyas aristas son ОА, OB, OC siendo АС, 2, 3), ВА, 1, 2), CQ, 1, 1). 
Sol. 2. 
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29. 


3. 


32. 


35. 


36. 


37. 


38. 


41. 


42. 


Siendo u =a x b, у =b x e, м = с x a, demostrar que 
(а) п'с= уа = w:b 

(Б) а'и=>–'а= 0, Ђ'у = су = 0, су а ү = 0 
(с) о: (ух ж) = {а '(Ь x ој 


. Demostrar que (a + b) + ((b + c) x (c + а)) = 2а: (b x е). 


Hallar el menor ángulo de intersección de los planos 5x — 14у + 22 — 8 = 0 y 10х — 11у + 22 + 15 = 0. 
Ind. Hallar el ángulo formado por sus normales. Sol. 22725” 


Hallar la ecuación vectorial de la recta de intersección de los planos x + y —z —5 = 0 y 4x —y—z + 2 ~ 0. 
Sol. (x — Di + (у — 5$ + (2 — Dk = k(—2i — 3j — 5k), siendo P,(1, 5, 1) un punto де la recta. 


. Hallar la mínima distancia entre la recta que pasa por A(2, —1, —1) y B(6, —8, 0) y la que pasa рог C(2, 1, 2) y 


D(0, 2, —1). Sol. % 6/6 


Definir una recta que pase por el punto P,(x,, уо, zo) como el lugar geométrico de los puntos Р(х, у, z) tales que P, P 
y OP, sean perpendiculares. Demostrar que su ecuación vectorial es de la forma (г — го) ro, = 0 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por Р,0,--3, 5) y 


(a) es perpendicular a 7x —4y + 22 — 8 = 0. 
(b) es paralela а la recta x — у + 22 + 4 = 0, 2x + 3y + 62—12 = 0. 
(с) pasa por P,(3, 6, —2). 
2 y+3 2—5 AR y+3 2—5 х—2 y+3 2—5 


Sol. E ==, (b) 


12 cx Ecc суус с к= RT, 


Hallar la ecuación del plano 

(а) que pasa por Py(1, 2, 3) y es paralelo а а —2i + j—k y b —3i + 6j — 2k. 

(b) que pasa рог P4(2, —3, 2) y рог la recta бх + 4y + 32 + 5 = 0, 2х+у-+2—2=0. 
(c) que pasa рог Po(2, —1, —1) у РІ, 2, 3) y es perpendicular а 2x + 3y —52 — 6 = 0. 
Sol. (a) 4x + y + 92 — 33 = 0, (b) 16x + Ту + 82 — 27 = 0, (с) 9x — у + 32 — 16 = 0. 


Siendo ry — і+ј + К, л = 2i + 3j +4k, y ra= 3i + 5] + 7k. tres vectores de posición, demostrar que 
To X rı +r; X ra +T, X г = 0. ¿Qué se puede decir de los extremos de estos vectores? 


Sol. Son colineales. 


Si Ро Ру P, son tres puntos no colineales y го, гу, г, son sus vectores de posición, calcular la posición de 
ro X T4 +T, X ra + га X гу con respecto al plano P, P, Pa. Sol. Normal. 


Demostrar que: (a) a x (bx с) + b x (с x a) + c x (а x b) = 0. 
(b) (a x b)’ (c x 4) = (а: с) (b'd)— (a ' 4) (b'c). 


Demostrar que: (a) Las mediatrices de un triángulo se cortan en un punto. 
(b) Las alturas de un triángulo se cortan en un punto. 


Sean A(1, 2, 3), B(2, —1, 5) у C(4, 1, 3) tres vértices del paralelogramo ABCD. Hallar: (a) las coordenadas de D, 
(5) е] área de ABCD, (o el área de la proyección ortogonal de ABCD sobre cada uno де los planos coordenados. 


Joi. ир пел, 4.13, dy Фуа, (бєз Ad 8. 


Demostrar que el área de un paralelogramo en el espacio es igual a la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las 
áreas de las proyecciones del paratetogramo зоогс юу planos coorucnauos, 
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Derivación e integración vectorial 


DERIVACION. Sean 

т = ifi(t) + јр (6) + kfs(t) = ifi + jf» + kf 

5 = igit) + jgs(t) + kgs(t) 10: + jg» + kgs 

ч = ilu(t) + jhi(t) + kha(t) = ihi + јл + kh 
vectores cuyas componentes son funciones de una sola variable escalar t cuyas primeras y segundas 
derivadas son funciones continuas. 

Se puede demostrar, como se hizo en el Capitulo 18 para los vectores en el plano, que 
dr ds 


кк пак Оо 
тош ан лал ар (1) 


| 
| 


Teniendo en cuenta las reglas де derivación de determinantes cuyos elementos son funciones 
de una sola variable, 


d d i j k i j k i j k 
gar) = сүл fs В| = 55 5| +]h fs fa (2) 
gı 92 03 gi 92 gs 9; 9; 9: 
5 ағ 45 
тоо 
у 
4 4 ds du 
di (s x ш) = aix) t ZCID + ЯС «a (3) 


Estas fórmulas también se pueden establecer desarrollando los productos indicados antes de derivar. 


De (2) se deduce 


d d 
пр: Х (xu) = dr X (sx u) + rx 2 (sx u) (4) 
d d 
= СЭНС 


CURVAS EN EL ESPACIO. Consideremos la curva 
2 = {у= (|, 5 541 (2) 


sicndo las рптогаз у ocgundas Чоптааз de feh, 500, Ac), Punsivnsa sentinnar: Use 41 --41--4- 
posición de un punto genérico Р(х, у, 2) de la curva 


т = Xi yj t 5k 


Como se vio en el Capitulo 18, t — т es е! vector tangente unitario а la curva. Llamando К а! 


vector de posición de un punto (X, Y, Z) de la tangente en P, la ecuación vectorial de esta recta es 
(ver Capítulo 61) 
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R—r- kt (К, un escalar variable) (6) 
y la ecuación en coordenadas rectangulares 
Х-х | Y-y _ Z-z 

dz dy de 

ds ds ds 
. dx dy dz | » А : 
siendo “ЖУ? dy? dy | 905 05105 directores. Еп la ecuación correspondiente, (2) del Capítulo 59, 
los cosenos directores eran dx dy de 

dt’ аг? а 


La ecuación vectorial del plano normal а la curva en el punto Р viene dada рог 
(R—m:t=0 (7) 


siendo R el vector de posición de un punto genérico del plano. 
También, como se vio en el Capítulo 18, 


dt . 
q es Un vector perpendicular a t. Llamando n 


al vector unitario con la dirección y sentido 


de (3 tendremos 
ds dt 
ds = |K|n 
siendo |К| el módulo de la curvatura en P. El 


vector unitario 


_ ldt 
n — Ki ds (8) 
se denomina normal principal a la curva en P. 
El vector unitario b en P, definido por 
b=txn (9) Fig. 62-1 
recibe el nombre de binormal en Р. Los tres vectores t, n, b forman en P un triedro trirrectángulo 


a derechas que constituye un sistema de coordenadas muy utilizado en el estudio de una curva 
en las proximidades de uno de sus puntos. (Ver Problemas 1-2.) 


En un punto genérico P de una curva en el espacio los vectores t, n, b determinan tres planos 
mutuamente perpendiculares: 


(i el plano osculador, formado por t y n, de ecuación 
(R—r:b-0 


(ii) el plano normal, formado por n y b, de ecuación 
(R—r:t-—0 


(iii) el plano rectificante, formado por t y b, de ecuación 
(В — г) 0 = 0 


En täua ЧИЙ Ye 127 eui ones, K os or vector du розічібп Че ып punte gendrieu Је vada мек Је 1. 
planos. 


SUPERFICIES. La ecuación de una superficie es F(x, у, 2) = 0 (ver Capítulo 59). Expresando x, y, 2 
en función de dos variables independientes o parámetros и y v se obtienen las ecuaciones paramé- 


tricas, por ejemplo, 


Xx = fiu, У), y = fou, у), 2 = flu, y) (10) 
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Si se sustituye и por una constante џи, las ecuaciones (10) se transforman еп 
х = fius, у), y = fiue, у), 2 = f Uy, у) (11) 


que representan una curva particular de (curva и) la superficie. Análogamente, sustituyendo v por 
el valor constante vo, las ecuaciones (10) se transforman en 


x = fiu, v) y = falu, Vo), 2 = falu, vo) (12) 


que representan otra curva particular de (curva v) la superficie. Ambas curvas se cortan en un punto 
de la superficie que se deduce al sustituir, simultáneamente, и = ие, v = v, еп (10). 


El vector de posición de un punto genérico P de la superficie viene dado por 


r = xi d Jj + 2к = (и у) + jfi, у) + Kfa(u, v) (13) 
Sean (11) y (12) las ecuaciones de las curvas и у у que pasan por Р, En estas condiciones 
д „ д ‚д д 
55 = 21 fi(uo, v) + Ў ар 72000 v) + k 5, /з(ио, v) 


es un vector tangente a la curva иеп P y 


д д 

- zh vo) + ја; felu, vo) + ка fo(u, 90) 
es un vector tangente a Ја curva v en dicho punto. 
Las dos tangentes determinan un plano que es, x 
por consiguiente, el plano tangente a la superfi- normai E 3v 
cie en el punto P. Es evidente que una normal р 
a este plano viene dada рог 


or У дг 
ди — Ov 
El vector normal unitario a la superficie en 
P es 


Plano tangente 


(14) 


от or 
ди © àv 
n = — 15 
or or ( ) 
ЕЛ ov 


о Fig. 62-2 
Llamando R al vector de posición de un punto genérico de la normal a la superficie en P, resulta 


la ecuación vectorial de esta recta 
or or 
zi = == х = 16 
(R —r) (ж х 3 (16) 


. Asimismo, llamando R al vector de posición de un punto genérico del plano tangente a la su- 
perficie en el punto P, resulta la ecuación vectorial de dicho plano de la forma 


a x z) = 0 (17) 


[U ы еп Ш 


OPERADOR У. En el Capitulo 60 hemos visto que la derivada de la función 2 = f(x, y) en un punto 


cualquiera (x, у) en una dirección que forme un ángulo 0 con el semieje x positivo, viene dada por 


dz _ of of 
"rm ar (089 ay nd 
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El segundo miembro se puede expresar en la forma siguiente: 
of А df fN, , 
3, COS 8 + 8600 = а tiy * (i cos + j sen 6) (18) 


Ahora bien, а = i cos 6 + j sen 0 es un vector unitario cuya dirección forma un ángulo 0 соп 
el semieje x positivo. El otro factor, expresado en la forma 


Ау 
ї9х 5 ay 


sugiere la definición de un operador diferencial vectorial, V (nabla), dado por 


. 0 20 
У = 1, + izy (19) 
En análisis vectorial la expresión Vf = i —— 2 Tj— E recibe el nombre de gradiente de f y se es- 


cribe abreviadamente grad f. De (18) se deduce Xe la componente de Vf en la dirección de un 
vector unitario a es la derivada de f en la dirección de dicho vector a. 


Sea r = xi + yj el vector de posición de P(x, y). Como 


df .. dde, ofdu _ (8f, 9f Y [ de, dy 
ds дх ds dy ds |) ðr 25у E J ds 
_ dr 
Vf ds 
y 
df 
ds| ^ УЛ совф 
, А йг df ДР 
siendo ф el ángulo formado por los vectores У/ у 205 desprende que d; máximo para cos $ 
== 1, es decir, cuando Vf y а tienen la misma dirección. Por tanto, la derivada direccional máxima 
en P es |Vf|, y su dirección es la de Vf. (Ver Problema 4.) 


Dada la función w — F(x, y, z), 


.0F . ФЕ ок 


УК = dat dy д2 


y la derivada de F(x, у, 2) en un punto arbitrario según la dirección а = aji + а,ј + ask es 


dF 
ds = VFra (20) 


Como en el caso de dos variables, |VF| es la derivada direccional máxima de F(x, y, 2) en el punto 
V 
P(x, y, z) y su dirección es la de VF. (Ver Problema 5.) 


Consideremos, ahora, la superficie F(x, у, 2) = 0. La ecuación del plano tangente a la superfi- 
cie en uno de sus puntos Р(х, yo, Zo) es 


ve- .A АЛ 
(а — wo) or ИСЕ áp MLLZD W an 
= ҚА Хоју + (Y — Yo)) + (27 roK] | nu E т а E A 


en donde las derivadas parciales están particularizadas en Р. El primer factor es un vector arbi- 

trario que pasa por Р, y está contenido en el plano tangente; el segundo factor, VF en Ре, es normal 
о есїг rmal а la superficie en Po. 

al plano tangente, es decir, normal р 0 (Ver Problemas 6-7.) 
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DIVERGENCIA Y ROTACIONAL. La divergencia de un vector F = if, (x, y, 2) + jfiGo y, 2) + kf; 
(x, y, 2), se define por 


. 2 ms 2 9 > 
dvF = М.Е = э! + ду 7 + 3273 (22) 
El rotacional del vector Е se define рог 
i j k 
д 9 9 
rot F = xpo EE € e 
М ox ду oz (23) 
fi fe fo 


/ | 
CDS P SEL E EI m a E SN T 
= (ар az”) T (En i^ Мал $n) 
(Ver Problema 8.) 


INTEGRACION. Е! estudio de la integración vectorial lo limitaremos aquí а los conceptos de integral 
de un vector y de integral curvilínea. Como ejemplo del primer concepto, sea 


F(u) = icosu + ј зепи + auk 


un vector función de una variable escalar и. En estas condiciones 
F(u) = -isenw + jcosu + ak 


|| 


ИГ + j сози + ак) аи 


i f —senu du + i | cosu du + kf adu 


і сови T jsenu + auk +c 
F(u) + с 


f F'(u) du 


|| 


siendo c un vector constante arbitrario independiente де и. También, 


f Fu) du = БОКИ = F(b) — F(a) 


(Ver Problemas 9-10.) 


INTEGRAL CURVILINEA. Consideremos dos puntos del espacio, P, y P,, unidos por un arco C que 
puede ser un segmento rectilíneo, una porción de una sola curva x = gi(t), у = g(t), 2 = gal£), 
о bien estar formado por varios subarcos de curvas distintas. En cualquier caso se supone que el 
arco C es continuo en todos sus puntos y que no se corta consigo mismo. Consideremos, además, 
una función vectorial 


Е = F(x, у, 2) = i f(x, у, z) Tj)AC. y, 2) + k f(x, y, 2) 


џе еп 18 región del espacio próximo ac y en parucular cn todos los puntos dc € dcfinc un vector 
оопоошо (Gu múdulo, ошоп у nudo). гын ыыы [TUI 


r = xi + y] + zk (24) 


el vector de posición de un punto genérico Р(х, y, 2) de C. La integral 
P 


P 19 
f (ra) 2 f. F- dr (25) 
48 Р 
€ c 


Pg ü 


se denomina integral curvilínea, es decir, la integral a lo largo de la trayectoria C dada. 
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Supongamos que F es un vector representativo de una fuerza dada. El trabajo realizado al des- 
plazar una partícula a lo largo de un camino elemental dr viene dado (ver Problema 9, Capítulo 18) 
por 


IF| |dr| cos 0 = Ес dr 


y el trabajo necesario para desplazar la partícula desde P, a P,, a lo largo del arco C es 


Р, 


Е - dr 
De (24), с" 
dr = idz + jdy + kdz 
y (25) toma la forma 
P1 Р, 
F.de = f ' fide + fady + јад (26) 
Р, ¿Po 


(Ver Problema 11.) 


Problemas resueltos 


1. Una partícula se mueve sobre la curva х = 4cost, у = 45611, z = 6t. Hallar el módulo de la velocidad y de la 
aceleración en el tiempo t = 0 y t = фл. 
Sea Р(х, у, 2) un punto de la curva y 
т = хі + yj + zk = 41соО5 / + Aj sen r + 6k £ 
su vector de posición. Tendremos 
dr . : 
v= ар = —4i sent + 4j cost + 6k 
dro . А 
а = ар = —4i cost — 4j sen£ 
Parat = 0: у = 4j 6k; |v| = у16+ 36 = 2y13 
а = —4i; la| = 4 
Рага t = js: v = —4i+6k; [v| = у16 + 36 = 2/13 
= —4); |а| = 4 
2. Enel punto (1, 1, 1) para £ = 1 de la curva alabeada x = t, у = 15, z = t*, calcular 


(a) las ecuaciones de la tangente у del plano normal, 
(b) ei vector tangente unitario, la normal principal y la binormal, 
(c) las ecuaciones de la normal principal y de la binormal. 


r = oom o ги 


de = | го Ай + ch 
de _ dr 2 i 1 
m = | | = Угра 
eo tro ddt _ Лавру зик 


da “o dida У +4ёЁ-+- 9 
1 
Para t— Y: r=i+j+k у += ———0+2) + 3k). 
у14 
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(а) SI R es el vector de posición de un punto genérico (X, Y, 2) de la tangente, su ecuación es 


R-r = kt 
о (Х— 11 + (У — 1 + (#—1К = -F о + 3k) 
V14 
y en coordenadas rectangulares 
Х-1  Y-1  JX 2-1 
1 Ea XE 


Si R es el vector de posición de un punto genérico (X, Y, Z) del plano normal, su ecuación vectorial es 


(R—r):t — 0 
1 


о (X- Di + (У – 1) + (2 — Dk]. (1+ 2) + 3k) = 0: 
| Тя 
y en coordenadas rectangulares 
(Х—1)+ 2(Y —1) + 32 — 1) = X + 2Y + 34 — 6 = 0 


[Ver Problema 2а), Capítulo 59.] 


dt да _ (—At — 18t*)i + (2 — 18t)j + (6t + 12t*)k 
(b) ds ааг 7 (1 - At? + 9t*y 
__,_-. dt -lMi- 8j 9k, |dt| | 1,/19 _ Por tant 
Рага # = 1: da ен ex Y SS ds EET 14 -1К. or tanto 
Mt .1 dt —11i — 8j + 9k 
74 ds 1 /266 
1 i j Е 1 
у b = {хп = 1 28 —— (31 — 3j + k) 
У14 V266 | -11 —8 9 v19 
(c) SiR es el vector de posición de un punto genérico (X, У, 2) de la normal principal, su ecuación vectorial es 
R—r = kn 
es decir, wee рај EU д) c Эс 15! вм 
y 266 
y en coordenadas rectangulares 
X-1 | Y-1 _ 7-1 
-11 ^ -8 7 9 
Si R es el vector de posición de un punto genérico (X, Y, Z) de la binormal, su ecuación es 
| R—r = К•ђ 
es decir, нм 7 72 5222 ЕВО ЗЕ 
y19 
y en coordenadas rectangulares, 
X-l1 ~. КЕ ==] 
3 AS а ә 1 
8. Hull "m ЕЕЕ r des pe c 2218 пре Као - Mo Lla 0 Mo 00) & — DU ЛА В] RURUR 
Flu — £v — 1L 
т о = P(ucv)n-3(uu-—v)j-twuvk 
бүл ө : [7 _ ТӨД: 
zm 2+3j+vk, д> 11 3j + uk 
mma AE дг А DE. ае : 
EnP: r = 6i t 3j + 2k, эц 7 21--31--К, 5, = 21 — 3) + 2k y 
9r y 35 — gi 2j — 12k 


du ' до 
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Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares de la normal son 


or ör 
Р R-r = ko X Fm 
o (X — 6)і + (Y — 3)ј + (£—-2)k = k(9i — 2j — 12k) 
CES P fu з 7-2 
X 9 220 7 07-18 
Las ecuaciones vectorial y en coordenadas rectangulares del plano tangente son 
(8-1) (ix x) = 0 
es decir, KX — 6) + (Y —3)j + (2 — 2)k] • [9i — 2j — 12k] = 0 
y 9X — 2Y — 122 — 24 = 0 


4. (а) Hallar la derivada de f(x, у) = х? — 6y* en el punto (7, 2) en Ja dirección 0 = іл. 


(b) Hallar el máximo valor de la derivada direccional en el punto (7, 2). 


(a) У; = СЭРГЭЖ = ¡(e — 6y’) + а 67 — би) 
= 2xi — 12у] 
у а = сове + јеле = dd 1 
у2 v2 


En (7,2): Vf = 1414—24) y 


1 T 
Ура = (14-24) —i + — = туг — 12/2 = -—5y2 
fra (14i »( 21) 


es Ја derivada pedida. 
(D En(7,2) Vf = 14i —24j y IVf] = V 14% + 243 = 24/193 es la máxima derivada direccional, ya que 
EET UE реа нү = icos6 + jsens 
[УЛ ^ Ма vies o 


Ja dirección es 0 = 300%15'. (Ver Problemas 2 y 6, Capitulo 60.) 


5. (a) Hallar la derivada de F(x, y, 2) = х? — 2y* + 423 en РА, 1, —1) en la dirección a = 2i + j — К. 
(b) Hallar el máximo valor de la derivada direccional en P. 
YF = c + day + к 2) (а a+ 4) = 221 — 4yj + 8zk 
En (1, 1, —1), VF = 2i — 4j — 8k. 
(à VF-a = Qi —4j — 8k)* (2i + ј —k) = 8 
(b) En P, |VF| = 4/84 = 24/21. La dirección es а = 21 — 4j — 8k. 


6. Dada la superficie F(x, у, 2) = х? + 3xyz + 2y! — z? — 5 = 0 y uno de sus puntos Py(1, 1, 1), hallar 


(a) un vector unitario normal a la superficie en Po, 
(b) la ecuación de la normal еп Po, 
(с) la ecuación del plano tangente en P,- 


VF = (3x* + 3yz)i + (3xz + 6у?)і + Gxy — 3z9)k 
Еп Р,(1, 1, 1), VF = 6i + 9j. 


МЕ 2- О 3 ау 22% 3 
(а = — 1 + j es un vector unitario normat еп P,; otro es — ——— i — —— |. 
ED Way Мп Ч 413 13 
=] mem 
(b) La ecuación de la normal es ы 3 = £ 3 : ‚5 = 1, 


(c) La ecuación del plano tangente es 2(Х — 1) + 307 — 1) = 2Х + 3Y — 5 = 0. 
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7. Hallar el ángulo de intersección de las superficies 
КБ = х фу +:—9=0 y Б-х12-258-г:-8-0 
en el punto (2, 1, —2). 
VF, = VA? + y? + z?-— 9) = 2xi + 2yj + 2zk 
VF, = Vía? + 2у: —z —8) = 2xi + 4yj —k 


En (2, 1, —2) VF, = 4i + 2j — 4k y УБ; = 4i + 4j — К. 
Como ҮР, VF, = УБ IVF,| cos 0, siendo 0 el ángulo pedido, tendremos, 
(41 + 2j — 4k) * (di + 4j —k) = |4i + 2; — 4k| |4i + 4j — kl cos 0 


de donde cos 0 = 44 4/33 = 0,81236, y 0 = 35%40'. 
8. Siendo B = xy%i + 2x?yzj — 3yz?k, hallar (a) div B, (b) rot B. 
(a) divB = = (Ri += y? + 38) * (zy^i + 22?yzj — 3yz?k) 


21119 Qn a. ог Ova 
= Ja 899 + ay xv) + url 3yz*) 


= y + 2x% — бу: 


i j k 
д д д 
b t B. = x — — — — 
(5) то VXB дх ду 82 


= ЇЕ - = гүй |! + [ж - ice 4 [ж (2х?уг) -gr e |k 


=  —(3z + 2х?%у)1 + (Ахуг — 2xy)k 


9. Siendo F(u) = lá + (u? — 2u)j + (Зи? + ијјк, calcular Ф| F(u)du y (5) 1 Еш) ди. 
9 


(a) | Е(и)ди = | [ui + (u? — 2u)j + (3u* + u*)k] du 


i un + [е (и? — 2и) du + k | Guttu) ди 


Gi (ne 


siendo с = ci + сј + cak con c,, с, c, escalares arbitrarios, 
1 1 
Ш ul, u’ 11: y Ye 201, _ 2, 5 
(b) f F(u) du EIC м) (оа) = 21 zi + 4k 


d 
10. La aceleración de una partícula en el tiempo t > 0 viene дада por a = a = eli + ej + k. Si para г = 0, el despla- 


H 


zamiento es г = 0 y la velocidad es v = i + j, hallar r y ven el instante г. 


[ adt = if e'dt + if edt + к f dt 


= ei + dej К + с, 


< 
il 


Рагаѓ = 0: v—itlijte-cictj y cı = Aj. De donde 


У = ei + QGU 1) + tk 
y r = | vdt = ei + (168 + 10j + 10К + с 
Рата: = 0: г=1+1ў+с,=0 у е = —i—]j Portanto, 


r o= (е– пр + dett jj + ¿tk 
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11. Hallar el trabajo realizado por una fuerza F = (x + yz)i + (y + xz)j + (z + xp) para desplazar una partícula desde 
el origen a C(1, 1, 1) 


(а) alo largo de la recta OC 
(b alo largo de la curva x = t, y= 7, 2 = P 
(с) а lo largo de las rectas O a A(1, 0, 0), A а B(1, 1,0), Ba С. 


Ек = [(x + yz) + (у + xz)j + (z + хуЖ], {i dx + j dy + k dz] 
= (x + уг) dx + (у + xz) ду + (z + xy) dz 
(а) Para la recta OC, x = у = z y dx = ду = dz. 
La integral a calcular es 


wW = [ва = з [о ха = [ZEE = i 


(0, о 0) 
[^ 


(Б) A lo largo de la curva: х = ft, dx = dt; y = Р, dy = 2t dt; z =P, dz = 3'dt. En O, { = 0; уеп С, г = 1. 


1 
W = | (t + 19) dt + (P + 121 de + (1 + 38 dt 
0 
i 1 1 3 1 5 
= 3 5 = |» 228 АТ Y исе 
Ї ЭХ: + 915) de ЕШ + "+ 5 “| 5 
(с) DeOaA: y=z=0, ду = dz = 0 у x varía de 0a 1. 
De A a B: x = 1, z = 0, dx = dz = 0 е у varía де Oa 1. 
De Ва С: х = у = 1, dx = ду = 0 у z хапа de 0а 1. 


1 й 1 
Ahora bien, para la distancia de O a A, W, = | xdx = T para la distancia de 4 o B, W, — | уду = 43 
0 o 
3 


1 
para la distancia de Ba C, W, = Í (2 + Ddz = 2. Portanto, W = W, + Wa + W, = 5/2. 
0 


222 

En general, el valor де la integral curvilínea depende del camino de integración. En este caso, sin embargo, no es 
así, es decir, el valor de la integral resulta independiente del camino de integración. Se demuestra que una integral 
curvilínea [o + ау + fidz) ез independiente del camino de integración siempre que exista una función 


ф(х, y, 2) tal, que 
аф = fidx + fidy + fı dz 


Obsérvese que el integrando de este problema es 
(x + yz) dx + (у + xz) dy + (z + xy) dz = ФИС + у + z") + xyz} 


Problemas propuestos 


12. Hallar ud siendo: 


4% 
ё У а 
(а) s — (t - Di - G* + : o Dj - (P + 6 + 2 + ПК 
(b) s = ie'cos 21 + jet sen 21 + f'k 
Sol (a) і + 07 + Dj + (3: + 21 Dk; 2j + (6t + 2k 
(b) e'(cos 24 — 2 sen 278 + e'(sen 2t + 2 соз 20) + 2tk 
e'(—4 sen 2t — 3 cos 2t)i + e'(—3 sen 21 + 4 cos 2/)] + 2k 


13. Siendo: a = ui + uj + изк, b = ісоѕ и + ј ѕеп и, с = Зич — 4uk, calcular, en primer lugar, a * b, a x b, a*(b x c), 
a X (b x с) y hallar sus derivadas. Aplicando luego las fórmula directamente, hallar las derivadas. 
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14. Una partícula se mueve a lo largo de la curva x = 35, y = (2 — 2t, 2 = t^, siendo / el tiempo. Hallar: (а) los módulos 
de la velocidad y de la aceleración en el instante / = 1, (5) las componentes de la velocidad y de la aceleración, en dicho 


instante г = 1, en la dirección del vector a = 4i — 2j + 4k. Sol. (а) |v| = 3/5, lal = 2/19; (b) 6, 22/3. 


15. Hallar, mediante el cálculo vectorial, las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas del Problema 11, 
Capítulo 59. 


16. Resolver el Problema 12, Capítulo 59, aplicando el cálculo vectorial. 


17. Demostrar que las superficies x = u, у = Su—3v,z—vyx-euy-wz- НИ Й perpendiculares еп 
РА, 2, 1). M 


18. Hallar, aplicando el cálculo vectorial, las ecuaciones del plano tangente y de la normal a la superficie. 


(а) x =u, у = >, 2 = uv en el punto (u, v) = (3, —4). 
(b хэн, у = y, 2 = и? — у? en el punto (и, у) = (2, 1). 
Х—3 Y+4 Z+: 


Sol. (а) АХ — 3Y + Z— 12 = 0, zA + 3 Ši 


XE Т, 
(6) 4x —2Y 2—3 = 0, 2 T; 774 


19. (a) Hallar las ecuaciones de los planos osculador y rectificante a la curva del Problema 2 en el punto dado, 


» 


(b) Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificante a x = 27 — fi, у = rt, 7=21 + Pf en t= 1. 
Sol. (a) 3X —3Y + Z—1=0, ПХ + 8Y — 92 — 10 = 0 s 
(b X --2Y —2 = 0, Y + 22 —7 = 0, 5Х —2Y + Z—6 = 0. 


20. Demostrar que la ecuación del plano osculador a una curva en P viene dado también por 
dr d'r 
RD (2 х a) =0 


21. Resolver los Problemas 16 y 17, Capítulo 60, aplicando el cálculo vectorial. 


Б 


Са!сшаг | d Е(и) du, siendo 


(а) Еш) = wi + (3u? — 2u)j + 3k; а = 0,6 = 2 
(b F(u) = ei + e-™j + uk; а =0, Б = 1 
Sol. (a) 4i + 4j + 6k, (b) (e — M + 40 — e-9)j + 3k. 


23. La aceleración de una partícula en función del tiempo viene dada por a — а = (++ Di + 1) + (72 — 2). Si para 


t = 0, el desplazamiento es г = 0 y la velocidad ез у = i — k, hallar v y r en función del tiempo ?. 
Sol. v = (GP +t + Di + qe) + (36 — 2t — Mk, r =(48 + 48 + Di + 91% + С — e — ок 


24. Еп los casos siguientes, calcular el trabajo realizado por la fuerza dada F para mover una partícula desde 000, 0, 0) 
a СА, 1, 1) a lo largo de (i) la recta x = y = z, (ii) la curva x = t, у = 15, z =P, (iii) las rectas desde О a АЏ, 0, 0), 
Aa B(1,1,0). Ва С. 
(a) F = xi + 2yj + 3zk 
(b F —Q + zi + (х + 2) + (x + ул 
с) Е = (x + xyz)á + (у + xj + (z + x*yk 
Sol. (а) 3, (b) 3, (c) 9/4, 33/14, 5/2. 


25. Siendo r = xi + yj + zk, demostrar que (a) фу г = 3, (5) rotr = 0. 
26. Si f — f(x, y, z) tiene derivadas parciales de al menos orden dos, demostrar que 


e eol e 
(a) Vx Vf -0, (D V-(V x D = 6, (0 Vv uu 


Capitulo 63 


Integrales doble e Негада 


b 
LA INTEGRAL SIMPLE, f f(x) dx, de una función y = f(x) continua en el intervalo finito a < x < b 
ü 
del eje x, se definió en el Capítulo 33 de la forma siguiente: 


(a) se divide el intervalo dado, a < x < b, en n subintervalos, k, hy, ..., Aa, de amplitudes 
Ax, Ayx, .. ., Anx, respectivamente, siendo А, el mayor de los Axx. 


A 
(Б) se eligen los puntos x, en Aj, х, en ћу, . . ., Xa еп Л, у se forma la suma У Fx) Дах 
kei 


(c) se hace crecer el número de subintervalos de forma que 4,—- 0 cuando п oo, 


ф | пада: = lim $ fejas. 


INTEGRAL DOBLE. Consideremos una función 2 = f(x, y) continua en una región finita R del plano 
хОу. Dividamos esta región (ver Fig. 63-1) en n subregiones R}, Rs, .. ., Ra, de áreas ДА, 7,4,..., 
A, A, respectivamente; en cada subregión Ry tomemos un punto Р(х, ук) y formemos la suma 


2 Как, ук) АКА = Ја, у) АА + f(%2,Y2) AA + coo + ЯГ”: (1) 


Definimos el diámetro de una subregión como la mayor де las distancias entre dos puntos cuales- 
quiera, interiores o en la periferia, de ella y llamemos 4, al máximo diámetro de las subregiones. 
Si suponemos que el número de subregiones crece de forma que А,» 0 cuando п— со, se define 
la integral doble de la función f(x, y) en la región R, por 


n 


ЇЇ fix, у) dA = lin 7 / (жк, ук) АкА (2) 
R 


n= +o k= 


(хь, ya) 


Fig. 63-1 Fig. 63-2 
Si z = f(x, у) no se hace negativo en ningún punto de R (ver Fig. 63-2), la integral doble (2) 
se puede interpretar como un volumen. Un término cualquiera, f(xx, yx) AxA de (1), representa el 
volumen de una columna vertical de bases paralelas de área 4,4 y altura z,, medida sobre la ver 
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tical levantada desde el punto elegido Р, hasta la superficie z = f(x, y). También representa, aproxi- 
madamente el volumen de una columna vertical cuyas bases son, la inferior, la subregión R, y la 
superior, la proyección de R, sobre la superficie, Así, pues, (1) es una aproximación del volumen 
«limitado por la superficie» (es decir, el volumen cuya base inferior está situada en el plano хОр 
y la superior es la superficie generada al mover una recta paralelamente al eje z que se apoya en 
el contorno de R) y (2) es una medida de dicho volumen. 


El cálculo de una integral doble, por simple que sea, a base de ir realizando sumas presenta 
muchas dificultades y no lo emplearemos en este libro. 


INTEGRAL ITERADA. Consideremos un volumen, definido como еп Ја sección anterior, y supongamos 
que el contorno de R es tal, que toda recta paralela al eje x, o al eje y, no corta a la superficie en 
más de dos puntos. Tracemos (ver Fig. 63-3) las tangentes x = a y x = b al contorno y sean K y L 
los puntos de tangencia, y las tangentes у = се у = d siendo M y М los puntos de contacto o res- 
pectivos. Supongamos que la ecuación del arco LMK sea y = g(x), y la correspondiente al LNK, 


у= 8 0. 

Dividamos el intervalo a < x <b en m subintervalos, А,, Azs... т, de longitudes, А,х, 
4,х,..., Дъх, y tomemos en ellos los puntos x = &, x = £,..., x = Em-, (como se hizo en 
el Capítulo 33). Asimismo, dividamos el intervalo c < y < d еп n subintervalos, Ку, kz, . . ., Ка, 


de longitudes, Дуу, Aay, ..., Any, у tomemos en ellos los puntos, у = Y, y = 9s... Y = 7-1 
Sean Am y p, las longitudes de los mayores intervalos A,x у Дру respectivamente. Trazando las 
series de paralelas x = £, x = Ez.. o x = Em-1 € у = т, y = 9»... » У = Na- habremos divi- 
dido la región R en un conjunto de rectángulos R; de áreas Ax * Лу y en otro conjunto de rectán- 
gulos incompletos que ignoramos. Si en cada subintervalo h, elegimos un punto x = x,, y en cada 
uno de los k; otro у = уу, en cada subregión Ку quedará determinado un punto Ру(х, уу). А cada 
subregión R; se le puede asociar, mediante la ecuación de la superficie, un потего- 2 = f(x, yj) 
con lo que formamos la suma 


u 2. Таљ, yj) Arz * Ajy (3) 
у= in | 


Esta expresión (3) es un caso particular де la (7), ya que si se aumenta indefinidamente el nú- 
mero de rectángulos de forma que, tanto Ап como їл tienden а cero, el límite de (3) coincide con 
la integral doble (2). 


Fig. 63-3 


САР. 63] INTEGRALES DOBLE E ITERADA 307 


Para hallar el límite anterior se elige uno de los intervalos, por ejemplo h,, y se considera la 
suma : 


D Ка y) 7 Мт, (i fijo) 


que es la contribución a la suma total de todos los rectángulos en los que una de las dimensiones 
es igual a h,, es decir, la contribución de todos los rectángulos situados en la iésima columna. 
Cuando n — + оо, дь > 0 y, en consecuencia, 


giu) 


= (X) Ax 


Sumando ahora las m columnas y haciendo tender a m — + œ, tendremos 


m b | 
„іт È olz) Air = f ф(х) ах 


b 8272) b 952) 
f S f(z, у) 2 de => | | Ка, y) dy de 
а g1G) a 8,0: 


Aunque en lo sucesivo по emplearemos el corchete, se debe sobrentender siempre que la fórmula (4) 
indica que hay que calcular dos integrales simples definidas, en un orden determinado: primero, 
la integral de f(x, y) con respecto a y (considerando x constante) entre los límites у = g(x), contorno 
inferior de R, e y = g(x), contorno superior de R y, a continuación, se halla la integral de este 
resultado con respecto a x entre los límites x — a, punto extremo izquierdo de R y x — b, punto 
extremo derecho de R. La integral (4) recibe el nombre de integral iterada o integral repetida. 


~ 


lim 2 Ка, ys) ZI Aix 


Olx) 


|| 


n= + 


(ж, y) a! Aix 


| 


(4) 


| 


Se deja como ejercicio el cálculo de la suma planteando, en primer lugar, la contribución де los 
rectángulos de cada columna y, después, la de los rectángulos de todas las columnas, obteniéndose 


la integral iterada equivalente 
d haly) 
| f леда | (5) 
c h 


10? 


siendo x = ћу) y х = пху) las ecuaciones de los arcos MKN y MLN respectivamente. 


En el Problema 1 se demuestra, por otro procedimiento, que la integral iterada (4) es una me- 
dida del volumen. Para el cálculo de integrales iteradas véanse los Problemas 2-6. 


La mayor dificultad en el planteamiento de las integrales iteradas de los capítulos posteriores 
es hallar los límites de integración correspondientes a la región К. Aquí hemos considerado para 
el razonamiento una región muy sencilla; las regiones de los Problemas 7-9 son más complicadas. 


Problemas resueltos 


1. Supongamos que т = f(x, y) es una función continua no negativa en la región К del plano xOy cuyo contorno está 
formado рог los arcos de dos curvas y = а(х) e y = g(x) que se cortan en los puntos X у L indicados en la Fig. 63-4. 
Se trata de hallar el volumen У limitado por esta superficie. 


Sea x == х, siendo а < x, < b, un plano que corta al contorno de R en los puntos Slx, (x)] y Теа ој), 
y a la superficie z = f(x, y) según el arco UF a lo largo del cual z = /(х,, y). El área de la sección STUF es 
ga Gi) 
Alz) = F(x, у) dy 


№ 8401) 
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Así, pues, el área de las secciones determinadas en 
el volumen por planos paralelos al yOz son funcio- 
nes conocidas 


03(2) 
ав) = | Леђа 


mo) 


de x, distancia del plano de sección al origen. Según 
lo dicho en el Capítulo 36, el volumen pedido será, 


f A () de 


KL renaja 


Esta es la integral iterada de la ecuación (4). 


У 


2. ШЕТ - ШОК 2 f en = (5-5) - 1 
Servia = f Gen = fw = а] = 14 


os 23+: 3 
- f (ew | de = f (x* + xt — 20° + 2х) 47 = 
1 >i 323-3 -1 


> 


т 058 т 1 cos 0 1 т 
f p sen o dp de f TED de = if cos? 6 sen 8 de 
0 А 2 А 2 3 


less) 2-1 
gcos 0 | = 3 
пл 4 cos 8 7/3 1 4 cos 8 пл 
6. f f рэ їр ӯ = у (2) de = f (64 cost a — 4) de 
z • z • 


(3 
тіз 
E Зе  sen2e | е) _ “| = 10 


— 


i| to 


si 
13 
83 
b 
M 
a 
a 
= 
a 
ч 


= 


8" 4 32 1 


7. Найаг | | dA siendo R la región del primer cuadrante limitada por la parábola cúbica у? — ха y la recta у = x. 
R 


La recta y la parábola se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 1), que son los valores extremos de x e у en la región R. 


1,1) 


Fig. 63-5 | Fig. 63-6 
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Solución 1. Integrando primero por franjas horizontales (ver Fig. 63-5), es decir, con respecto a x, desde x = y 
(la recta) hasta х = у?/° (la parábola), y después con respecto а y, desde y == 0 hasta у = 1, resulta: 


al 32/3 1 3 1 1 1 
а = | | са = f onu = (би) = 5 
А o у 0 9 u 


Solución 2. Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-6), es decir, con respecto a y, desde y == x3 
(la parábola) hasta у = x (la recta), y después con respecto a x, desde х = 0 hasta x = 1, se obtiene 


1 af 1 1 
[Pu = Је = nome = [e-t] = а 
КА nem А 2 5 , 10 


0 
8. Hanar f f a4 siendo R la región comprendida entre y = 2x e у = x?, situada а la izquierda de x = 1. 


Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-7), tendremos 


1 sE, 1 
| dA = | | dydx = | (2x — х2) ах = 2 
R 0 +? 3 


0 


Si integramos por franjas horizontales (ver Fig. 63-8), se necesita calcular dos integrales iteradas. Llamando R, a 
la parte de R situada por debajo de AB y R, la situada por encima de AB, tendremos 


СУЎ» Ut 5 1 2 
ff dA = ff ^ + || aa = | | dzdy + | [| dedy = dq = i 
R Ri R “о y/2 1 y/2 


y y=2xe 


| 
| 
H 

1 
Fig. 63-7 Fig. 63-8 


9. Hallar ЇР dA siendo R la región del primer cuadrante limitada por la hipérbola ху = 16 y las rectas у = x, y = 0 


R 
y x = 8 (Fig. 63-9). 
De la Fig. 63-9 se deduce la conveniencia de dividir R en dos regiones y calcular una integral iterada en cada una 
de ellas. Llamando R, a la parte de R situada por encima de la recta y = 2 y R, la situada por debajo, tendremos 


| | z’ dA 
4 


16/y 


, Р .2 045 
ff x dA + ff x*dA = | 1 æ? деду + | | х? dz ду 
Ч: а 4, Jo y 


3 
HN ган ')% EN (8 — y)dy = 448 


3 


Se deja como ejercicio dividir R por la recta x — 4 y obtener 


ч x ~ 8 16/х 
ff х? dA f Í x’ dy dx + | f x? dy dx 
R “o "o ма 0 


Fig. 63-9 Fig. 63-10 
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1 3 
10. Hallar f f e? dx dy invertiendo, previamente, el orden de integración. 
о Зу 


La integral dada no se puede hallar directamente porque |“ dx no es una función elemental. 


La región de integración R está limitada por las rectas x = 3y, x = 3 e y = Q. Para invertir el orden de integración, 
integramos primero con respecto a у, desde y = 0 hasta у = x/3, y después con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 3. 
Así pues, 


2/3 


1 3 3 
/ | е? ах іу = | | e” dy dx 
9 3y 


о 0 
3 13 3 3 
1 201 2-01ө- 
= | ev) ах = if e" сайх = ze] = rid 1) 
0 


Problemas propuestos 


11. Hallar las integrales iteradas: 


(a) ГГ ахау = 1 (д) | | = ду ах ze — 1 
9 0 
(b) SS (+0) даду = 9 ` (h) | £o - 2 
(с) f f (x° + у!) dy de = 10 (2) f f^". де = à 
. | бо | o 
(d) S Í, xy? dy de = i () f f р? соз ё dp de = 5 


КЕТ: 


3 3 TIA tag 0 nec O 1 
(e) f | xly? dz dy = 4 (k) f | p? соз? a dp de = 20 
1 0° 0 


(f) f f erae - Б (0 SS p° cost ө do de = 592 


12. Hallar, mediante integrales iteradas, las siguientes integrales dobles, efectuando la integración en los dos órdenes еп los 
Casos que sean posibles. 


(а) de x, en la región limitada por y = x? e y = x’. Sol. 1/20 
(b) de y, еп la región de (a). Sol, 1/35 
(с) de x, en la región limitada por y = x, y = 2x y x = 2. Sol. 4 
(d) de 1, еп la región del primer cuadrante limitada por 2y = x*, y = 3x у x Фу = 4. Sol. 8/3; 46/3 
(e) de у, en la región por encima де y = 0 limitada рог y? = 4x è y! = 5 —x. Sol. 5 
(f) de — en la región del primer cuadrante limitada por x? = 4 — 2y. Sol. 4 
м2у — у 


13. En los Problemas 11 (а)-(А), invertir el orden de integración y hallar las integrales iteradas que resultan. 


Capitulo 64 


Centro geométrico y momentos de inercia de areas planas 


AREA PLANA MEDIANTE UNA INTEGRAL DOBLE. En el caso de que f(x, y) = 1, la integral de- 
finida en el Capítulo 63 adquiere la forma | | dA,que, en unidades de volumen, es el correspon- 


R 
diente a un cilindro de altura unidad y, en unidades de superficie, representa el área de la región R. 


(Ver Problemas 1-2.) 
2240) 


B 
En coordenadas polares, А = ff dA — 1 | рӣр0, donde 0 = a, 0 = 8, o, (0), 
R а 2160) 


y 0:(0) se toman de forma que quede гесогида la región R. 
(Ver Problemas 3-5.) 


CENTRO GEOMETRICO. Las coordenadas (£, y) del centroide de una región plana R de área 
А = || dA satisfacen las relaciones 
А A:—M, y А:9= М, 
о 8 | Г аа = [fea y g | Цаа = [ува 
Е К R R 


(Ver Problemas 6-9.) 


EL MOMENTO DE INERCIA de una región plana R con respecto a los ejes coordenados viene dado por 


Ta E ff waa Eo tees ff aa 
R R 


El momento de inercia polar (momento de inercia con respecto a una recta que pasa por el 
origen y es perpendicular al plano del área) de una región plana R viene dada por 


Io = 1-4, = ff (z? + y?) dA 
2 (Ver Problemas 10-12.) 


Problemas resueltos 


1. Hallar el área limitada por la parábola у = х y la recta у = 2х + 3. 
Trazando franjas verticales (ver Fig. 64-1), tenemos 


49 


3 pl 
-1 ла 


== у (2x + 8 — x*) dz 
-1 


32/3 unidades de superficie 
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2. Hallarelárea comprendida entre las parábolas y? = 4 — x e y? = 4 — 4х, 


Integrando por franjas horizontales (ver Fig. 64-2) y teniehdo en 
cuenta la simetría que se observa en la figura, 


2 4-9? 
А = 2( f dx dy 
° 


1-y?/4 


2 [4 — y?) — (1— 19] dy 


| 


2 
sf a-pa 


— 8 unidades de superficie. 


Fig. 64-2 
3. Hallar el área exterior a la circunferencia o = 2, е interior a la cardioide 
e = 2(1 + cos 6). 


Dada la simetría, el área pedida es igual al doble del área barrida al 
variar 0 desde 0 = 0 hasta 0 = iz. Así pues, 


TIL „261 + сов 0) та ү 2(1 + cos 0) 
| | pdode = 2| ЛА de 
0 2 о i 


A 


T/2 
af (2 cos 9 + cos? 6) de 
0 


7/2 
= 4 Е sene + 39 + y sen 20] = (т +8) unid.de sup. 
0 


4. Hallar el área interior а la circunferencia о = 4 ѕеп 0 y exterior a la 
lemniscata o* = 8 cos 26. 


El área pedida es igual al doble de la correspondiente del primer 
cuadrante limitada por las dos curvas у la recta 0 = ўл. Obsérvese que el 
arco AO de la lemniscata se genera al variar 6 desde 0 = л/6 hasta 0 = 7/4, 
mientras que el arco AB de la circunferencia lo hace al variar 0 desde 
0 = л/6 hasta 0 = z/2. Este área conviene dividirla en dos partes, una 
por debajo y otra por encima de la recta 0 = 7/4. Así, pues, 


TIA 4 sen 0 T/2 4 sen 0 
2| f dp de + 2f f dp de 
2 V 2cos 20 у ° S 


7/6 TIA 


А 


TIA п 
| (16 sen? 6 — 8 соз 26) 49 + f 16 sen? 6 de 


T/6 т/4 


(ӧл + 44/3 — 4) unidades de superficie 


+ о 
иш =:2 
5. Hallar М = Í e? dz. Fig. 64-4 
+ оо + со Y 
Como f ec? dg = f е-* dy, 

0 0 

+ го + 
Ni = f е- dg • f ey dy 

o “0 О x 

+ + оо 
= у f e Gia de dy = ff РАСА dA 
9 ° R Fig. 64-5 


Pasando a coordenadas polares (x! + y! = Q*, dA = q de db), 


т/2 + о ? T/2 a 1 7/2 
N? = | f e? • рбрде = | lim Ces de = ijf de 
0 0 0 а-ы to 0 24, 


y N= у/2. 


Aja 
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6. Hallar el centro geométrico del área plana limitada por la parábola y = бх — х? 
y la recta y — x. 


вг—1% 


5 4 5 
А = (f ал = || ау dz = | (52 — х?) іх = 128 
“к 0 z 0 
5 6x - r2 5 625 
M, = ff rdA = | | x dy de = | (5x? — х)ах = 12 
R 0 х M 


5 
1 
| 
° л 
Ф 
: 
e > 
< 
8. 
ч 


ff 


R 
_1(f _ — 625 
= 1 | (ба-а «ја = % 
0 
Luego, # = M, = 3, $ = м: = 5, у las coordenadas del centro geo- 


métrico son (3, 5). Fig. 64-6 


7. Determinar el centro geométrico del área plana limitada por las parábolas y = 2x — x! e у = 3x! -— 6x. 


2 ду — 12 2 16 у 
А = || dA = | | dydx = | (8х — de) de = Эр 
R 0 3z2—6z 0 
2 24-22 2 16 О (2, 0 А 
M, = ff аа = | | х dy de = | (8x? — 4x9) dx — F 
R 0 8:2-6: 0 
2 25-1? 
м. = ffuda = | f удув 
R 0 3x2- 8x 
»( 64 
= if qe – (ве -бађа: = -i5 
| Fig. 64-7 
, А м, 4 А 
Luego, 2 = — = 1,9 = ¿7 = — е» el centro geométrico es el pun- 
to (1, — 4). 


8. Hallar el centro geométrico de! área plana exterior a la circunferencia р = 1 e in- 
terior a la cardioide р = 1 + cos 0. (Ver Fig. 64-8.) 


De la figura se deduce que y — 0 y que es la que corresponde a la mitad 
situada por encima del eje polar. Para esta última área, 


та 1 + сов@ 
А = ff dA = | f p dp de 
R 0 1 


1 (7 +8 
= aS {(1 + соѕ 0)? — 17) de = Иг 
1/2 1 + сок 6 
М, = || 7 = | | (p cos 0) p dp de 
1 
М та ' Fig. 64-8 
= 31 (8 eos! ө + 3 соѕ? в + соз? 9) de 
0 
113, 3 яг 1 U* 15:42 
= ilz + q sen2e LL sen "+ бе + isengo + gg endo | = UN 
Las coordenadas del centro geométrico son (ет y |. 


9. Determinar el centro geométrico del área interior a о = sen Ө y exterior a o = 1 — cos 0. (Ver Fig. 64-9.) 


(7/2. „маб 1 7/2 4-1 
А = ff ва = | | pdpde = 3| (2 соѕ 6 — 1 — cos 26) 6 = 1 
R о 1 • 


- cos 
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T/2 во 
М, = ff zaa = | f (p cos 8) p dp de Y 
0° — cos Ü 
j: т/2 | 
= if (sen* — 1 + 3с050 — 3 сов 9 + cos? 0) cos & de 
о 
_ 15r —44 
Е 48 
T/À sen8 
M. = ff ува = | f (p sen 0) р dp de 
R 0 1- совв 
1 ,T/i . 
= 3 (sente — 1 + 3с080 — 3cos* 6 + cos? в) sen e de 
0 
_ 8т-4 Fig. 64-9 
48 


156 — 44 3-4 ) 


Las coordenadas del centro geométrico son оа" Daa) 


10. Hallar /„, 1, e 1, del área limitada por el lazo de y? = x*(2 — x). 


2 zV2-z 2 
A = (| аА = 2f | dy dx = 2f хуг— = de z 
R 0 о A. Ja о 
° 32y2 
= -af (22 — 2*) dz = —4 E 2225 tel = —— 
ЇЕ 8 5 yz 15 
haciendo el cambio 2 — x = z*. Fig. 64-10 
2 =Уз-= 2 2 
La || y dA = 2| | у? dy ах = zf 23(2 — x)” dx 
R 0 0 0 А VE 
m 4 : 9 3 == LM 4 8 o = 12 T 2 9 els 11 — 2048 2 — 64 
жузу мй а ЭН Т^ Ка А” so 985 — 2314 
2 тҮ2-х 2 
Ij ff аА = 2f | æ? ау de = 2| y 2— x de 
R o “o • 
2 4 24ү2 
= -4 f (2— z) dz = —4 E = 12 z +r — | = 1024y2 = 32А 
Ji 3 5 7 9 ЈЕ 315 21 
B |. 13312V/2 _ 416 
Io = I. + 1, = 78465 — = 231 4 « 


11. Hallar I., 1, е 1, del área del primer cuadrante exterior a la circunferencia о = 2a 
e interior a la circunferencia о = 4а cos 8. 


T/3 48 cos Ө 
E 5 Í dA = | | p dp de 
R ° 2a 
п/з 
2r + 3y3 
= if (а cos 0)? — (2a)? 48 = са ЕЕ 
: З Fig. 64-11 
T/3 ал cos Ü л Mi 
ЈЕ ff waa ч Ї ( (рѕеп 6) р dp de = c ((4a сов ө)* — (2a)*) sen" # dé 
R 0 Та А 
т : s = 
» “| (16 соз*# — 1)зеп*#4# = дт = _47 ЭМЗ А, 
) 2(2r + 8V3) 
T/3 da eos 8 
95 + 11y3 
E ff = ава = | [ еркын; = а ш ЦЭР” 
Ё р ы 3 2(2т + 3V3) 
j 21/3 


3 27 + 3/3 
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12. Hallar 1,, І, e I, del área del círculo о = 2(sen 0 + cos 0). 
Como x* + y! = gt, y 


. , $a ?(аеп@ + сов 0) 
f (x? + у) dA = SS p! * p de de 
-47 “0 


ho 


э л 
af (sen o + сове)“ de 
-1т 


к. 
3 1 3/47 о 
= 4 E — cos 26 -i senao | = бт = 3A 
-AT Fig. 64-12 
De la Fig. 64-12. se deduce que 7, = 1,. Luego 7, = 1, = Ho = 4A. 
Problemas propuestos 
13. Hallar mediante una integral doble las áreas siguientes: 
(a) la limitada por Зх + 4y = 24, x = 0, y = 0. Sol. 24 un. sup. 
(b) la limitada por x + у = 2, 2у = х + 4, у = 0. Sol. 6 un. sup. 
(с) la limitada por х? = ду, Ву = х? + 16. Sol. 32/3 un. sup. 
(d) la interior a o = 2(1 — cos 0). Sol. бл un. sup. 
(e) la limitada por о = tag O sec 0 y 0 = л/3. Sol. &V/3 un. sup. 
(f) la exterior a o = 4 e interior a р = 8 cos б. Sol. 8(8л + V/3) un. sup. 
14. Determinar el centro geométrico de las áreas siguientes: 
(a) la del Problema 13(а). Sol. (8/3, 2) 
(b) la del primer cuadrante del Problema 13(с). Sol. (3/2, 8/5) 
(с) la del primer cuadrante limitada por у! = бх, y = 0, x = 6. Sol. (18/5, 9/4) 
(d) la limitada por y? = 4x, x? = 5—2y,x = 0. Sol. (13/40, 26/15) 
(e) la del primer cuadrante limitada por х? — Ву + 4 = 0, х? = ду, x = 0. Sol. (3/4, 2/5) 
(f) la del Problema 13(e). Sol. (4V/3, 6/5) 
(е) la del primer cuadrante del Problema 13(f). Sol. lén + 6/3 —- 
2n + УЗ 2n +33 


1 С B 0) 
15. Demostrar que si if [02(0) — 9'(0)] де = | | p dp de = f dA, se verifica 
& 9100) 


а R 
ff ramas = ff focoso, pseno) o dp de 
R R 

16. Hallar I, e 1, de las áreas siguientes: 

(a) la del Problema 13(a). Sol. 1. = 6А, I, = ФА 

(b) la limitada рог у“ = 8х y la ordenada del punto x = 2. Sol. 1, = ВА, 1, = РА 

(с) la limitada por y = x* e у = x. Sol „= ДА, I, — ¿4 

(d) la limitada por y — 4x — x*e y — x. Sol. 1, — 48А, 1, HA 
17. Hallar Г, e 1, de un lazo де ө? = cos 20. Sol 1. -(&-1)4 1, = БЭР 


18. Hallar Г, де las áreas siguientes: 
(a) un lazo de p = sen 20. Sol. BA (b) la limitada роге = 1 + cos 0. Sol. 314 


Capitulo 6 


Volumen limitado por una superficie 


Integral doble 
EL VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE de ecuación z = f(x, y), o bien z = f(o, 0), es 
decir, el volumen de una columna vertical cuya base superior está en la superficie y la base inferior 


en el plano xOy, viene definido por la integral doble V АДЕ siendo R la región que consti- 
tuye la base inferior de la columna. E 


Problemas resueltos 


1. Hailar el volumen en el primer octante comprendido entre los planos z = 0 y z = x + y + 2 e interior al cilindro 
x? + y? = 16. 


De la Fig. 65-1 se deduce que hemos de integrar z = x + y + 2 según el cuadrante del círculo x? + y? = 16 en el 
piano xOy. Por consiguiente, 


y 


9 


4 У 16—х2 4 _ . 
ff zas = | | (х +y + 2) ау іх = [ (xv 16 — x° + 8 — ја" + 2y16 — x*) ах 
R 0 o ` 


3 


4 
= -i (16 — 23) + 8g — Z + zV16 — x? + 16 arc sen 1 J = es + в) unidades de volumen 
0 


6 


2 


Fig. 65-1 Fig. 65-2 


2. Hallar el volumen limitaao por el cilindro x? + y? = 4 y los planos у + z =4yz=0. 


De la Fig. 65-2 se deduce que hemos de integrar 2 = 4 — y según el cuadrante del círculo x* + y? = 4 en el pian- 
no xOy. Por consiguiente, 


2 Ya з via 
У = | | ¡— 4 — y) dx dy 2f | (4— y)dr ду = 167 unidades de volumen 
ud НЕ "0 | 


4-33 
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3. Hallar el volumen limitado por el paraboloide x? + 4j? = 2, el plano 2 = 0 у los cilindros y? = x y x? = y (ver Fig. 65-3). 


El volumen pedido se obtiene por integración де z = х? + 4у? еп la región R común a las parábolas y? = x y x? = y 
en el plano xOy. Por consiguiente, 


бүү ! e У 3 
V = Ї f (2° + dy?) dy de = f c T 221 dr = 7 unidades de volumen 
o +? 0 21 


4. Hallar el volumen de la porción de cilindro 4х? + у? = ад comprendida entre los planos z = 0 у z = my (ver Fig, 65-4), 


El volumen se obtiene integrando z = my según la mitad de la elipse 4x? + у? = а“, Así pues, 


а/2 Ма 4:3 a/2 V ad 4:2 таз 
үг 2f f ту dy de = mf v] ах = EN unidades de volumen 
• 0 0 


0 


(фо, 0,0) 4 


Fig. 65-4 Fig. 65-5 Fig. 65-6 


5. Hallar el volumen limitado рог el paraboloide x? + y? = 42, el cilindro х? + y? = ду y el plano z = 0 (ver Fig. 65-5). 


El volumen pedido se obtiene integrando z = 1(x? + у?) según el círculo х? + y? = Ву. En coordenadas cilíndricas, 
el volumen se obtiene al integrar z = 1e en el círculo о = 8 sen 6. Por tanto, 


т &sen8 1 T 8 sen Ө 
ff zdA = | f 2р dp de = а | f p? dp de 
R ° 0 о Ф 


1 т Вгеп@ т 
f 2 44 = 256 f sente de = 96r unidades de volumen 
° 0 0 


y 


ї 


6. Hallar el volumen que se elimina cuando a una esfera de radio 2a se le practica un taladro de radio а de forma que el 
eje del orificio sea un diámetro de la esfera (ver Fig. 65-6). 


De là figura $c deduce que el volumen pedido es igual a ocho veces el correspondiente al del primer cuadrante 
limitado por el cilindro y? = el, la esfera 08 + 22 = del y el plano 2 = 0. Este último volumen se obtiene integrando 


z = Y da — p? en un cuadrante del círculo о = e. Por tanto, 


T/S a т/а 
Ү = s f у У 40а? — р? р драге = HI (8а? — 3V3 а?) do = 1G — 3V3 јат unid. de vol. 
0 0 0 
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Problemas propuestos 


7. Hallar el volumen limitado por 9x? + 4y? + 362 = 36 y el plano z = 0. Sol. 3л unidades de volumen. 


8. Hallar el volumen limitado рог z = 3x y por encima del área del primer cuadrante limitada por x = 0, y = 0, x = 4, y 
x? + y? = 25. Sol. 98 unidades de volumen. 


9, Hallar el volumen del primer octante limitado por x? + z = 9, 3x + 4y = 24, х = 0, y = ду 2 = 0. 
Sol. | 485/16 unidades de volumen. 


/ 
10. Hallar el volumen del primer octante limitado por ху = 42, у = хух = 4. Sol. 8 un. vol. 
11. Hallar el volumen del primer octante limitado por x? + y? = 25 yz = y. Sol, 125/3 un. vol. 
12. Hallar el volumen común a los cilindros x? + y? = 16 y x? + z? = 16, Sol. 1024/3 un. vol. 


13. Hallar el volumen del primer octante interior a y? + z? = 9 y exterior a y? = Зх, Sol. 27/16 un. vol. 


14. Hallar el volumen del primer octante limitado por x? + z? = 16 у х — у = 0. Sol. 64/3 un. vol. 

15. Hallarel ТЕРА delante де х = 0 у común a у? + z? = 4e у? + z? + 2х = 16. Sol. 28л un. vol. 

16. Hallar el volumen interior a о = 2 y exterior al cono z? = e*. Sol. 327/3 un. vol. 

17. Hallar el volumen interior a y? + z? = 2 y exterior a x? — у? — z? = 2, Sol. 81(4 — 4/2)/3 un. vol. 
18. Hallar el volumen común a o? + 27 = a? y о = а sen 0. Sol. 2(3x — 4)a?/9 un. vol. 


19. Hallar el volumen interior a x? + y? = 9, limitado inferiormente por x? + y? + 42 = 16 y superiormente por 2 = 4. 
Sol. 81z/8 un. vol. 


20. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 4x? + y? = 47 y el plano 2 — у = 2. fol. 9л un. vol. 


21. Haliar el volumen generado al girar la cardioide o — 2(1 — cos 0) alrededor del eje polar. 


Sol. V = 2x f y 0 de 00 = 6471/3 un. vol. 


22. Hallar el volumen generado al girar un pétalo de o = sen 20 alrededor de su eje. Sol. З2л/105 un. vol. 


23. En una esfera de radio 2 (unidades de longitud) se practica un taladro de sección cuadrada de lado igual a 2 (unida- 
des de longitud), siendo su eje un diámetro de la esfera. Demostrar que el volumen eliminado es 1242 + 197 
— 54 arc tag Y 2) unidades de volumen. 


Capitulo 66 


Area de una superficie 
Integral doble 


EN EL CALCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO se efectúan las operaciones siguientes: (1) Se 


1. 


proyecta el arco sobre uno де los ejes coordenados determinando un cierto intervalo sobre el eje 


fuu 4 
y (2) se integra la función | 1-- (2 sila proyección se realiza sobre el eje x, o bien ]/1 + (2) 
x 
si la proyección se realiza sobre el eje y, en el intervalo anterior. 


, (ia p! ) 4 . "a 
Para calcular el área S de una porción R' de una superficie 2 = f(x, y) se sigue un procedimiento 
análogo: 


(1) Se proyecta А’ sobre uno de los planos coordenados determinando una región R en dicho 
plano. 


(2) Se integra, вп la región R la función 


2 

S = ) АА, si R' se proyecta sobre хОу 
3 

5 = ) dA, si R' se proyecta sobre yOz 
2 

5 = ) dA, si R' se proyecta sobre zOx 


Problemas resueltos 


Sea R' una región de área S sobre la superficie 2 = f(x, y). 
Por el contorno de R’ pasa un cilindro vertical (ver 
Fig. 66-1) que corta al plano xOy segün la región R. Se 
divide R en л subregiones ДА, (de áreas 44,) y sea AS; 
el área de la proyección de АА, sobre R’. Se elige un 
punto P; en cada subregión 415, y se traza en él, el plano 
tangente а la superficie, siendo 41, el área de la proyec- 
ción de АА, sobre este plano tangente. El valor 47, es 
una aproximación del área 445;. 


El ángulo formado por el plano хОу y el plano 
tangente en P; es igual al ángulo y; formado por el 


eje 7, [0,0,1] y la normal, |-- ar y i, |- 2 
дт ду , ; 
ЕЗ — уу ] а la superficie en Pi. Es decir, 
сову, = 1 


Fig. 66-1 
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Por tanto (ver Fig. 66-2), 
ATi * cos y; = АА, y AT, = secy,- ДА, 


n n 
Luego, una aproximación de Ses X AT, = X secy;: ЛА, y 


i=1 1-1 


5 lim Xse y ДА, = ELE 
n= +% i=! 


|) + (8) Ed dA 
(2) 


2. Hallar el área de la porción del cono x? + y? = 32? situada por encima del plano хОу e interior al cilindro х? + y? = ду, 


Ш 


Fig. 66-2 


Fig. 66-3 Fig. 66-4 


Solución 1. La proyección del área pedida (ver Fig. 66-3) sobre el plano хОу es la región K limitada por el círculo 
x? + y? = 4y. Рага el cono, 


a 


: AE 728: 
az dox mod у оу (аа Y _ Э#++у' _ 122 _ 4 
92 77: 922 y 3 z 7 1555 bis 7 (2) FR 92: кедш 78 
o 3 Vay- yt P 2 4 М ауу? 
+ (22) |] у 2 :( 3) f | dz ду 
ду Vay- „уз УЗ o “о 


2 
Y | У4у—у'ау = A unidades de superficie 
3v, 


сл 
| 


Solución 2. La proyección de la mitad del área pedida, sobre el plano yOz, es la región R limitada por la recta 


y = V 32 y la parábola у = #23; esta ecuación se obtiene eliminando x en las ecuaciones de las dos superficies. Para 
el cono, 


oz _ y ðr З 14(35Ү +(#=ү _ Cayos _ 12 _ 12а 
ду. ж д a У ду da) — х? T gi 7 32 — у? 


Luego, 


ај прве = 38 Јесу јата = АЁ Гуз 


з 
Solución 3. Empleando coordenadas cilíndricas en la Solución 1, hemos de integrar Ја función 4 [1 + (2) + (2) 


ду 


= —, а lo largo de la región R limitada por la circunferencia р = 4 sen 0. Así pues, 


fs A c E appen = hf ro 


8/3 


20116 Ё : 
= Ya sento de = -2-т unidades de superficie 
0 


Sl" 


S 


3 
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3. Hallar el área de la porción del cilindro x* + 2? = 16 situada dentro del cilindro x” + у“ = 16 (Fig. 66-5). 


En la figura, se representa la octava parte del área pedida, y su proyección sobre el plano хОу constituida por un 
cuadrante del círculo x? + y? = 16. Para el cilindro x? + z? = 16. 


92 _ аж z дг \ , [ду 242 16 
Ров cds SN ie (8) + (2) | 3 7 16-а 
Luego, 
4 У 16-22 4 4 
S = sf f —==== ду ах = зг} dx = 128 unidades de superficie 
o “o y 16 — х? : 
z 


(o, V'18, 1) 


Fig. 66-5 Fig. 66-6 


4. Hallar el área de la porción de la esfera x? + y? + z? = 16 exterior al paraboloide x? + y? + z = 16 (Fig. 66-6). 


En la figura, se representa la cuarta parte del área pedida, y su proyección sobre el plano yOz constituida por la 
región R limitada por la circunferencia y? + 23 = 16, los ejes y у z y la recta z = 1. Para la esfera, 


om _ y m z de y UY _ aa _ 16 
ду ada #' У : + (2) + (3 B РЫ T 16— у? — 2 
Luego MED X е саса Я 
S = « ff 1 + (55) + (55) да = af f га эм ЭЭР 
R Y А o “o y 16 — y? — 23 
if. y DE TTE d Br unidades de superfici 
= аге sen ————— z = =т 42 = 8r unidades de superficie 
• v 16 — 22 е : 0 2 


5. Hallar el área de la porción del cilindro x? + y? = бу situada 
dentro de la esfera x* + y? + 2% = 36 (Fig. 66-7). 


En la figura, se representa la cuarta parte del área pedida, su 
proyección sobre el plano yOz constituida por la región R limitada 
por los ejes z e у y la parábola 23 + бу = 36. Esta ültima ecuación 
resulta de eliminar x en las ecuaciones de las dos superficies. Para 
el cilindro, 


àv _ Bu da _ 
xo; дЕ — 


Jy 
d 3 а te & 
1 + (35) + (5 _ 2'+0—бу+у“ _ 9 
ду 92 a* бу — у? 
Lucgo 


S = (f ga dz dy 


x * V6 : 1 
= 12 -ш4у = 144 unidades de superficie Fig. 66-7 
‚ УУ 
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10. 


п. 


- 12. 


13. 


14. 


15. 
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Problemas propuestos 


Hallar el área de la porción del cono x? + у? = 2° interior al prisma vertical cuya base es el triángulo limitado por las 
rectas у = x, x = бе у = len el plano хОу. Sol. Ку 2 unidades de superficie. 


Hallar el área de la porción del plano x + y + 2 = 6 interior al cilindro x? + y? = 4. 
Sol. 4 Зл un. sup. 


Hallar el área de la porción de la esfera x? + y? + 2° = 36 interior al cilindro x? + y? = бу. 
Sol. 7T2(x — 2) un. sup. 


Hallar el área де la porción de la esfera x? + y? + z? = 42 interior al paraboloide x? + y? = z. 
Sol. 4x un. sup. 


Hallar el área de la porción de la esfera x* + y? + z? = 25 entre los planos 2 = 2 y z = 4. 
Sol. 207 un. sup. 


Hallar el área de la porción de la esfera z = xy interior al cilindro x? + y? = 1. 
Sol. 2n(24/2 — 1)/3 un. sup. 


Hallar el área de la superficie del cono x? + y? — 9z? = 0 encima del plano z = 0 e interior al cilindro x? + y? = бу. 
Sol. Зу 10x un. sup. 


Hallar el área de la parte de la esfera x? + у? + 2? = 25 interior al cilindro elíptico 2x? + y? = 25. 
Sol. 50x un.sup. 


Hallar el área de la superficie de x? + у? — az = 0 que está situada directamente encima де la lemniscata 40° = a? cos 20. 


4 2 
Sol. S = ff 9. др де = sli) un. sup. 


a 


Hallar el área de la superficie de x? + y? + z? = 4 que está situada directamente encima де la cardioide о = 1 — cos б. 


Sol. 8[л — V2—In(v2 + 1)] un. sup. 


Capitulo 67 


Integral triple 


LA INTEGRAL TaiPLE f f f f(x, y, z) dV de una función de tres variables independientes extendida 
R 


a una región cerrada К de puntos (x, y, 2), de volumen V, en la cual la función es uniforme y con- 
tinua no es más que una generalización del concepto de integral simple y doble. 


En el caso de que f(x, y, 2) = 1, la integral fff f(x, у, 2) dV representa la medida del volumen 
R 
de la región R. 


CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE f f $ ло, y, 2) dV en coordenadas rectangulares. 


yo) 2961, "а 
| ff Ha, y, 2) dV S у | f(z, y, 2) de dy de 
R 1i РЕМ 
хоби) z9(r, et 
S f | fix, у,2) dzdx dy, etc. 


1100) 10 v) 


| 


tomando los límites de integración de forma que сорап la región R. 


CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE SSS re 0, 2) dV en coordenadas cilíndricas. 


0,00) 250,9) 
fff fe aav = | f f(p,0, 2) p da de de 
R p,CD 2100,6) 


tomando los límites de integración de forma que cubran la región К. 


CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE Гле. ф, 0) dV en coordenadas esféricas. 
R 


Mf пољеау = £f p | Flo, $, 0) р? sen ф dp dẹ 40 
R 1 2 


(6,0) 


tomando los límites de integración de forma que cubran la región R. 


CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA. Las coordenadas (2, 7, 2) del centro geo- 
métrico de un volumen satisfacen las relaciones 


21) av = fff тау, a SSS ar = SSS ver. 
: Jf. av = fff zav 


Los momentos de inercia de un volumen con respecto a los ejes coordenados vienen dados por 


1. = fff e av, S fff et mar 
- ff (2? + y?) dV 
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Problemas resueltos 


Consideremos la función f(x, y, 2), continua en una región R del espacio. Cortando a Ё por una serie de planos pa- 
ralelos, x = £, y = фу 2 = Čr dicha región queda dividida en paralelepípedos rectos de volumen 4 Ку; = Ax, * Ay; * Агь, 
y en cierto nümero de paralelepipedos incompletos que ignoramos. En cada uno de los paralelepípedos completos se 
elige un punto Py, (x;, у, Z+) al que corresponde el valor f(x;, Уу, ть), y formamos la suma 


(i) > (ж, Уз, 2) AVi = > (а, уу, Zk) AXi Ay; Дак 


1 m 1,....m 
n j=1,...,n 
р k=1,...,p 


1,..., 
L..o 
Ll... 


ко. ө 
"d od 


La integral triple de f(x, y, 2) extendida a la región R es, por definición, el límite de (i) cuando el número de paralelepipedos 
crece indefinidamente de forma que las tres dimensiones de cada uno de ellos tiendan a cero. 


Para hallar este límite, se pueden sumar, en primer lugar, todos los paralelepípedos que tienen dos dimensiones 
iguales a 4,x y 4y considerando ѓ y j constantes, y calcular el límite cuando 4,7 — 0. Así pues, 


р z2 
lim X Рао Yj 2) Ас Aix Ау = f f(zi Уб 2) dz Aix Ajy 
р- + ю К 

51 


Ahora bien, estas son las columnas де las subregiones de la base consideradas en el Capítulo 23; por consiguiente, 


hu S ava јеку c f | fena de dedy = | f Ha, y, 2) dz dy de 


m= +o i-l,...,m 

n= +o }=1,...,п 

p= +% К=1,..,,р 
Hallar. 


(а) f p f | xyz de dy de 
DE f ep хуг 22 | dx 
i __ ја] = г | 


0 0 


il 

2, = 
P 
= ~ 
1 

к л 

R 

IE 
8v 


-1-х 1 13 
IE = zi (Ax — 1223 + 132° — 62 + х) ах = 240 


В, f ES — uy 
ЫГ 4 y=0 
7/2 1 2 

(b) f f | z p sen 6 da dp de 
0 “o “o f f 

E Me) 

7/2 
su. 


т па sec Ф т T/4 т 
(с) | | | зеп 2ф др de de = 2f | зепфафав = 2 f (1- 4v2) de = (2- V2) 
o “e • о о 9 


ын 
2 


2 т/а 1 
р? seng dode = 2 | р? sen ө dp de 
0 o 0 5 
л 12 


1 


ѕеп 6 49 = ETT => 2/8 


Hallar la integral triple де Р(х, y, 2) = z extendida a la región R del primer octante limitada por los planos у = 0, т = 0, 
х+у==2= 2y +x = 6 у ©] cilindro р? + 2° = 4 (ver Figura 67-10). 


Integremos primero con respecto а z, desde 2 = 0 (plano хОу) hasta 2 = 4/4 — y! (cilindro); luego, lo hacemos 
con respecto a x, desde x — 2 — y hasta x — 6 — 2y, y finalmente con respecto a y, desde y — 0 hasta y — 2. En estas 


condiciones, 
f on ү z dz dz dy = f 18 an" dx dy 


fff | 


2 6—2y 2 6 

З 26 

= If f amara if ТЯ dy = y 
о *"2-y 9 2 


y 


| 
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(0, 3, 0) 


Fig. 67-1 Fig. 67-2 


4. Hallar la integral triple де f(o, 0, 2) = о? extendida a la región R limitada por el paraboloide о? = 9 — z y el plano 2 = 0 
ver Figura 67-2). 


integramos primero con respecto a z, desde 2 = 0 hasta 2 = 9 — 0°, a continuación con respecto a о, desde р = 0 
hasta о = 3, y finalmente con respecto a 0, desde 0 = 0 hasta 0 = 2л. Por tanto, 


Ser - £g f төвөө = оета 


зт з ыг 
f d»* — $^ de = mac сг 
° o 4 4 2 


У 16-а? f 
(22 + у1)/4 


+ aV V 4x — 22 
dzdy dx, (b) af f f ау ах dz, y 
0 0 0 


4 4 У 4x — y 
(c) af f ах аг аур representan el mismo volumen. 
0 0 


уза 


4 
5. Demostrar que las integrales (а) af f 
0 0 


(а) En este caso, z varía entre z = Ha? + у?) y z = 4; es decir, el volumen está limitado inferiormente por el para- 
boloide 4z = x? + y?, у superiormente por el plano z = 4. Al variar y y x, se recorre un cuadrante del círculo 
x? + y? = 16, 2 = 0, la proyección de la curva de intersección del paraboloide con el plano z = 4 sobre el plano хОу. 
Por tanto, la integral proporciona el volumen limitado por el paraboloide y por el plano z = 4. 


(b) Еп este caso, y varía desde y = 0 hasta у = Y dz — xi; es decir, el volumen está limitado a la izquierda por el 
plano zOx, y а la derecha por el paraboloide y? = 4z — x*. Al variar x у z se recorre la mitad del área limitada por 
la parábola x? = 42, y = ©, la curva de intersección del paraboloide con el plano zOx y el plano 7 = 4, La región А 
es la de (a). 


(c) El volumen está limitado por detrás por el plano yOz у por delante por el paraboloide 4z = x? + y?, Al variar ze y 
se recorre la mitad del área limitada por la parábola y? = 42, x = 0, la curva de intersección del paraboloide y 9l 
plano yOz y por el plano z = 4. La región R es la de (а). ! 
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Hallar la integral triple de F(g, 9,0) = l/ọ extendida a la región R del primer octante limitada por los conos ф = 17 
y ф = arc tag 2 y la esfera о = 4/6 (Figura 67-3). 


Integramos primero con respecto a o, desde о = 0 hasta о = М6; a continuación, lo hacemos con respecto а ф, 
desde ф = 1л hasta @ = arc tag 2, y finalmente con respecto a 0, desde 0 = 0 hasta 0 = іл. Así pies, 


„т/2 arc tag 2 Yo y 
11354 - | | | =p? sen ф dp de de 
р “о o Р 
R 


6. 


туа 


T/2 arc tag 2 T/2 
1 1 Зт/ 1 1 
= s f f sene dp де = -3 f (-5 de = -L 
o ‚ M5 у? 28. v5 


“TÍ 


Fig. 67-4 


Fig. 67-3 


7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 2 = 2x? + y? y el cilindro z = 4 — y? (Figura 67-4). 


Integremos en primer lugar con respecto а z, desde 2 = 2x? + у? hasta z = 4 — y*; a continuación con respecto a у, 
desde у = 0 hasta у = 4/2 — x? (la ecuación x* + y? = 2 se obtiene eliminando 2 en las ecuaciones de las dos super- 
ficies), y finalmente con respecto a x, desde x = 0 hasta x = y“? (obtenido al sustituir у = 0 en x? + y? = 2) determi- 
nando así la cuarta parte del volumen pedido. Por tanto, 


У = 212 dz dy de = yo p ((4 — y?) — (22° + y?) dy de 


2124 y2 


H 


va 2y* р 16 Ya 
af (tu - газу — 221 de = 3 | (2—2*)?dx = 4r unidades de volumen 
9 9 o 


Hallar el volumen interior al cilindro g = 4 cos 0 limitado superiormente por la esfera p? + z? = 16, e inferiormente 


por el plano 7 = 0 (Figura 67-5). 
Integremos primero con respecto а 2, desde z = 0 hasta 2 = Y 16 — 0°; a continuación lo hacemos con respecto 
а p, desde о = 0 hasta р = 4 cos 8, y finalmente con respecto a д, desde 6 = 0 hasta 0 = л, obteniendo así el volumen 


pedido. En estas condiciones, 


T 


9 9 


М 16– p? 
У 


т 46059 
ada dnde = 128) ¿16 — р* dp dé 
0 0 


T 
64 64 
PES | (sent o —1)de = Gr — 4) unidades de volumen 
0 A 
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Fig. 67-5 


INTEGRAL TRIPLE 


327 


Fig. 67-6 


9. Determinar las coordenadas del centro geométrico del volumen interior al cilindro o = 2 cos 6 limitado superiormente 
por el paraboloide 2 = 0°, e inferiormente por el plano z = 0 (Fig. 67-6). 


2cos 0 


у у 


л/2 2сов@ 
| ав 
0 


- > | ‹ 
= 5 р 
2 0 
T/2 


уза“ - S 
R 0 о 
3/2 ? cos Ü 
2 f | р' сове dp de 
0 0 


Por simetría, y = 0. 


х 
1 


т/2 


Ma = fff :4У = 2 | f 
“х ° ° 
39 T/2 5 
28 8 = 2 
3 cos? 8 de 37 


2 
р їг йр аб = 


f 


2 cos Ө 


2 cos 0 


р? ар аө 


T/2 


UE 


1/2 
= | соѕ* 6 de = 
о 


27 


р? 
| p сове “р dz dp de 
о 


пі? 


— 64 в - z= Ме _ 4 
= 54) costo de = 2т, у =p 73 
2 cos д р? п/г  ,2cos8 
f z*p dz dp dô = f p? dp de 
° ° ° 
‚ _ Ма _ 10 
y -v 9 


Así pues, las coordenadas del centro geométrico (4/3, 0, 10/9), 


diámetro de la base. 


Considerando el cono como se representa еп la Fig. 67-7, su ecua- 


T 42 » ћ 
if f | p da др dé 
° o “Xp 
TB pr h 
4| | СЕ ав 
• ° 


г 


ción es р = k^ Por tanto, 


V 


Dado un cono recto circular de radio r y altura Ё, determinar (a) el 
centro geométrico, (5) el momento de inercia con respecto a su eje, 
(c) el momento de inercia con respecto a una recta cualquiera que pase 
por su vértice y sea perpendicular a su eje, (d) el momento de inercia 
con respecto a una recta cualquiera que pase por el centro geométrico 
y sea perpendicular al eje, (e) el momento de inercia con respecto a un 


3 Fig. 67-7 
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(a) El centro geométrico está situado en el eje 2. 


љ T/2 т һ 
Ма = fff m = 4 Í | z p da dp de 
h 
E 
T/2 7/2 1 
= jj Ї CET E de = 5 pef 4 = FT 
А мы. 
yi= — > = — 3 Luego, las coordenadas del centro geométrico son (0,0, $4). 


а 


T/2 T h 
(b) I, - jf (22 + у) ау = af | | p*pdadpde = le = 3 ny 
o o hp 10 10 


(c) Tomando la recta como eje y. 


T/À T h 
1, = ын (22 + 2) dV = af } 1 (p? cos? a + 22) р dz dp de 

D h 
туз | | ” 

= 8- 3 h 

hp ай cos? Ө +3 hip -FĂ dp de 
1 

= g rir sees) = g(sin)v 


(d) Sea c la recta que pasa por el centroide y es paralela al eje y. Por el teorema de Steiner, 


І, = 1: + VAP у I. = 4 xin — МУ = 3 (1 + 4r)V 
(e) Sea d el diámetro de la base del cono, tomado paralelo al eje y. Tendremos 


la = l+ УДА): = ф(%#+4%)У + МУ = Alk + 313) V 


11. Hallar el volumen limitado por el cono ф = ўл y la esfera о = 2a cos ф (Ver Figura 67-8). 


T/2 7/4 За сов ф 
y = a fff av = af | [ р? sen dp de de 
R 0 0 0 


8248 (7^ (7 T/2 
= 78 | | сов? $ seng de de = 2 f de = ла? unidades de volumen 


9 9 9 


Fig. 67-8 


Fig. 67-9 
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12. 


Determinar el centro geométrico del volumen limitado por un cono de ángulo en el vértice igual а 60° y una esfera 
de radio 2 cuyo centro está en el vértice del cono. (Ver Figura 67-9.) 


Tomando las superficies como se indican en la figura, # = 7 = 0, En coordenadas esféricas, la ecuación del cono 
es ф = л/6, y la correspondiente a la esfera es о = 2. 


47/8 


T/2 32 T/i T/6 
ff. dV = f J | esen do de as = SS | sen ф de de 
. 9 9 
T/2 
2 СЕ Df 49 = 57 (2 — V8) 
o 


т/? T/6 2 
М, = fff гау = af | | p COS ф * р? sen ф dp de de 
"x 0 “o 0 


„TI? m8 
| | 5п204 de = 7, y 2 _ Ма _32+у3) 
o A V 8 


V 


tl 


13. Hallar el momento de inercia con respecto al eje z del volumen del Problema 12. 


А т лт/в 
1, = ||| e mav = «| f f p! sen? ф р! seng dp de de 
R 


T/2 T/8 _ 
= zx Í sento dp de = 2 -99) Г ds = as-oyz) = By 


Problemas propuestos 


14. Hallar las integrales triples siguientes: 


15. 


16. 


17. 


лі 2 3 
(a) | | | dz dz ду = 1 
° 1 2 ` 
1 a ту 
(5) Џ | | dz dy dx = 1/24 
Р * 0 
19-2y 4—2y/3— 2/3 а E  4-2у/3—т/3 
o f uu [| х dz dz dy = 144 = | | | x dz dy dx 
. 34, . 
Visa 


(d) f v | (16 — р')'"р z драг ае = 295 
»27T т 5 

(е) | f f p*sen ф др do de = 25007 
0 “0 0 


(a) Hallar la integral del Problema 14(5) cambiando el orden a dz dx dy. 
(b) Hallar la integral del Problema 14(c) cambiando el orden a dx dy dz y también a dy dz dx. 


Hallar los volúmenes siguientes, por medio de una integral triple y empleando coordenadas rectangulares: 


(a) interior a x? + y? = 9, encima де 2 = 0, y debajo de x + 2 = 4. Sal. 36n un. vol. 
(Ьу limitado por planos coordenados y бх + Фу + 22 = 12. Sol. 4 un. vol. 
(c) interior a x? + у: = Ах, encima de = = 0, y debajo de х? + у? = 42, Sol. бт un. vol. 


Hallar los volúmenes siguientes, por medio de una integral triple y empleando coordenadas cilíndricas: 
(a) Problema 5. 

(b) Problema 16(c). 

(c) inferior a q? = 16, encima de z = 0, y debajo де 22 = y. Sol. 64/3 un. vol. 
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18. Determinar el centro geométrico de los volúmenes siguientes: 
(a) interior a 23 = xy y encima del triángulo y = x, y = 0, x = 4. 


en el plano z = 0. Sol. (3, 9/5, 9/8) 
(b) Problema 16(5). | 501. (1/2, 8/4, 1) 
. 64 — 97 23 73т — 128 
(c) volumen del primer octante del Problema 16(a). Sol. (255 8(7-01)” 390021) 
(d) Problema 16(с). Sol. (8/3, 0, 10/9) 
(e) Problema 17(o). Sol. (0, 37/4, 37/16) 


19. Hallar los momentos de inercia 7, I,, Г, de los volúmenes siguientes: 


(a) Problema 5. Sol. І. = 1, = ЖУ, І. = V 

(b) Problema 16(b) Sol. 1, = Ру, I, = 2V, І. = HV 
(c) Problema 16(c) Sol. І. = ҢҮ, 1, = ФУ, 1. = ФУ 
(d) limitado рог z = e! y el plano z = 2. Sol. І. = 1, = V, І. = ФУ 


20. Demostrar que, en coordenadas cilíndricas, la integral triple de una función f(e, 0, z) extendida a una región R se puede 


representar por B КАЛ яар, 0) 
ff f ловора 


а рус £1(0,0) 
Ind. Considérese (ver Fig. 67-10) una subregión genérica de R limitada por dos cilindros cuyo eje sea Oz y de radios o 
y о = До, dos planos horizontales que pasen por los puntos (0, 0, z) y (0, 0, z + Az) y dos planos verticales que pasen 
por el eje Oz y formen con el plano xOz los ángulos 6 y 0 + 40. Tómese Av = (940) Дог Az como una aproximación 
de este volumen. 


Fig. 67-10 Fig. 67-11 


21. Demostrar que, en coordenadas esféricas, la integral triple de una función Хо, ф, 0) extendida a una región R sc puede 
representar por 


B фе» PO, 0) 
f Їр, Ф. 6) р? sen y de de de 
а фб /—— рифе) 
Ind. Considérese (ver Fig. 67-11) una subregión genérica de R limitada por dos esferas de centro О y radios р y 
e + Др, dos conos de vértices О, eje Oz y semiángulo en el vértice @ y $ + Ad, y dos planos verticales que pasen por 
el eje Oz y formen con el plano 70 у los ángulos 0 y 6 + 40. Tómese 
AV = (о 46) (o sen $ 40) (Ло) = о? sen ф Ло Аф 40 


como una aproximación de este volumen, 


Capitulo 68 


Cuerpos de densidad variable 


LOS CUERPOS HOMOGENEOS con los que hemos tratado en los capítulos anteriores se considera- 
ron como figuras geométricas de densidad ô = 1. La masa de un sólido homogéneo de volumen V 
y densidad ô viene dada por m = др. 


La masa elemental dm de un sólido no homogéneo cuya densidad varía de punto a punto viene 


dada por: 
б(х, y) ds para una línea material (por ejemplo, una varilla fina), 
б(х, y) dA para una superficie material (por ejemplo, una hoja de metal delgada), 


9х, y, 2) dV para un sólido material. 


Problemas resueltos 


1. Hallar la masa de una varilla semicircular sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al 
diámetro que une sus extremos. 


Tomando ѓа varilla como se indica en la Fig. 68-1, Ó(x, у) = ky. 


dy 3 T 
ds = 1+{-—^)а4= = —dx 
| dx Y 


y т = | sm es = f ky * dx e f dx =  2kr? unidades 


Por tanto, de x? + y? = r°, 


|| 


Fig. 68-1 Fig. 68-2 Fig. 68-3 


2, Hallar la masa de una placa cuadrada de lado a sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado 
de su distancia a un vértice (Fig. 68-2). 


Tomando el cuadrado como se indica en la figura, de forma que uno de sus vértices coincida con el origen, 
(х, y) = ког + у'), y 


т = IS 8(х,у)4А = | f seo ах dy = ef. (a + ау?) ду = ¿ka* unidades 
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3. Hallar la masa de un plato circular de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de su 
distancia a un punto de la circunferencia (Fig. 68-3). 


Tomando el circulo como se indica en la figura, llamando A(r, 0) al punto fijo elegido sobre la circunferen- 
cia (х, y) = k((x — r} + у"), у 


Vaa 


| Se yd = 2 f f. Е(х-т + y2) dy ах = Sker unidades 
R нэм 


4. Determinar el centro de masas de un plato cuyo contorno es un arco de la parábola y? = 8x limitada por la ordenada 
en el punto x — 2, sabiendo que la densidad en cada punto es igual a su distancia a dicha ordenada. Ver Fig. 68-4. 


Será, ó(x, y) = 2— x y por simetría y = 0. Para la mitad superior de la placa. 


4 2 4 2 4 
т = ff пала = | f k(2— к) de dy = 3) 2-9, У jay, = B4, 
m" 4 15 
M, - ff ге у: ФА = | | k(2— 2): de ду = «f G 37h 449) = 01028, 
y = у = J Jan у = tza) = 3 
_ м, 
уй=— = 3. Las coordenadas де! centro de masas son (8, 0) 
y (2, 4) 
P(z, y) 
0 " | Л 
Fig. 68-4 Fig. 68-5 Fig. 68-6 


5. Determinar el centro de masas de un plato cuyo borde presenta la forma de media cardioide de ecuación о = 201 + cos 0), 
sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al polo (Fig. 68-5). 


т 21 + сов 9) 8 т 20 
т = ff ҮҮ? = | f ko*p dp de = зе (1 + совејзаа = Ps, 
Um 0 o o 5 
т 36! + cos 0) 
М. = ИК ҮҮ. = f f kp * p Sen 8 * p dp de 
R “o 0 
= “| (1 + cosa) ѕеп ө de =. LI 
241 + cos 8) 
M, = ff osa = S S Кр • р сове + р бо йв = 14йт 
21 21 96 
= M, =: ou М, 
Luego = m 10 m 555 , y las coordenadas del centro de masas son (1 19' 252 | 


6. Hallar el momento de inercia, con respecto al eje x, de un plato cuyo contorno es un arco de la curva y — sen x y el 
€je x, sabiendo que la densidad de cada punto es proporcional a su distancia al eje x (Fig. 68-6). 


= SS> (x,y)dA = f f ky dy de = kf sentada = n2 
“0 0 “o 


сл 


эт Behr 1 3 3 
Ой Samy dA = [ f ky*y'*dy de = 1 k | seng de = 22» = 8” 
4,4, А 


о 
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7. Hallar la masa de una esfera de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es inversamente proporcional al cua- 
drado de su distancia al centro (Fig. 68-7). 


NS k k 
Tomando la esfera como indica la figura, б(х, у, 7) = up r y 
7/2 T/2 T k 
m = ff é(x,y,2)dV = s f f | = " р? sen 9 dp de de 
R 0 0 • p 
T/Z T/2 па 
= skr | | sen ф de de = в | de = 4Ктт unidades 
| 0 0 0 
}2 
P(z, y, 2) à 


Fig. 68-7 Fig. 68-8 


8. Determinar el centro de masas de un cilindro circular recto de radio r y altura А sabiendo que la densidad en cada punto 
es proporcional a su distancia a la base (Fig. 68-6). 


Tomando el cilindro como se indica en la figura, su ecuación es o — r, y el volumen a considerar corresponde a la 
porción de cilindro comprendido entre los planos 2 = 0 y 2 = А. Evidentemente, el centro de masas está situado en 


el eje 2. 
па r h T/2 r 
m = fff $(z,5,0)dV = af f у kz • p dz драг = к> f у р do d6 
и 0 ° 0 0 ° 
п/а 1 
= кћи f de = kri, 
А T/3 r h 4 па т 
Ма = ff вређа dV = af f || kep аг dp de = 5a | | p dp de 
FS o о Yo 0 o 
T/2 
= Ёк ‚иле Ike y rM. 


Las coordenadas del centro de masas son (0, 0, $4). 
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Problemas propuestos 


9. Hallar la masa de: 


(a) una barra recta de longitud a, sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia a uno de 
los extremos. 501, 3Каз, | 


(b) un plato en forma de triángulo rectángulo de catetos а y 5, siendo Ја densidad en cada punto proporcional a la 
suma de sus distancias a los catetos. Sol. $kab(a + b). 


(c) un plato circular de radio a, siendo la densidad de cada punto proporcional a su distancia al centro. 
Sol. kan. 


(d) un plato de forma elíptica de ecuación b?x? + агу = a*5?, siendo la densidad de cada punto proporcional a la suma 
de sus distancias a los ejes. Sol. $kab(a + b). 


(e) un cilindro circular de altura 5 y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional al cuadrado 
de su distancia al eje. Sol. 3Кайфл, 


(f) una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo. 
Sol. Кал. 


(g) un cono circular de altura b y radio де la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia al eje. 
Sol. $ka?bn. 


(h) una superficie esférica, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo. 
Sol. 2ka*z. 


10. Determinar е] centro de masas de: 
(а) un cuadrante de 9(c). Sol. (За/2л, 3a/27%). 


(b) un cuadrante de un plato circular de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a uno de los 
radios límites (eje x). Sol. (3a/8, Зал/ 16). 


(c) un cubo de arista a, siendo la densidad en cada punto igual a la suma de sus distancias a tres aristas adyacentes 
(ejes coordenados). Sol. (54/9, 5a/9, 5а/9). 


(d) un octante de una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a una de las caras planas. 
Sol. (16а/15л, 16а/15л, 8a/15). 


(e) un cono circular recto de altura 5 y radio de la base а, siendo la densidad еп cada punto igual a su distancia a 
la base. Sol. (0, 0, 2b/5). 


11, Hallar el momento de inercia de: 


(a) un plato cuadrado de lado a, con respecto a un lado, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su 
distancia a un extremo de dicho lado. Sol. */,, а?т. 


(b) un plato circular de radio а, con respecto a su centro, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su 
distancia al centro, Sol. €a*m. 


(c) un cubo de arista a, соп respecto a una arista, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su distancia 
a un cxtremo de dicha arista. Sat. arm. 


(d) un cono circular recto de altura 5 y radio de la base a, con respecto a su eje, siendo la densidad en cada punto igual 
a su distancia al cic. Sol. У мат, 


(e) el cono de (d), siendo la densidad en cada punto igual a su distancia а la base. Sol. la*m. 


Capitulo 69 


Ecuaciones diferenciales 


UNA e^ DIFERENCIAL es aquella en cuyos términos figuran derivadas o diferenciales; por 


dy 
29 +20 + 3у = 0, ау = (х + 2y) dx, etc. 
El orden de una ecuación diferencial es el correspondiente al де la derivada de mayor índice 
que figura en ella. La primera de las ecuaciones anteriores es de segundo orden y la segunda es de 
primer orden. Ambas son lineales o de primer grado. 


ejemplo, 


Una solución de una ecuación diferencial es toda relación entre las variables en la que no figuran 
ni derivadas ni diferenciales y que satisface idénticamente a la ecuación. La solución general de una 
ecuación diferencial de orden n es aquella solución que contiene el máximo nümero (— 4) de cons- 


tantes arbitrarias. (Ver Problemas 1-3.) 


ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN. Es de la forma M(x, y) dx + N(x, y) dy 
= 0. Si una ecuación de este tipo se puede escribir en la forma particular Лед“ gy(y) dx + f(x) 
- 205) dy = = 0, las variables son separables y la solución viene dada por 


х 
: 4) = С 
Si de + sa У (Ver Problemas 4-6.) 


Una función f(x, y) es homogénea de grado n, si Ах, Ау) = АЛХ, y). La ecuación М(х, y) dx 
+ N(x, y) dy = 0 es homogénea, si M(x, y) y N(x, y) son homogéneas del mismo grado. 


La sustitución 
у = эх, dy=vdx + xdv 


transforma la ecuación homogénea en otra cuyas variables, x е y, son separables. 
(Ver Problemas 7-9.) 


ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES se pueden resolver, rápidamente, si se advierte en ellas 
la presencia de combinaciones de términos integrables. 


Otras ecuaciones, cuya solución no es inmediata por el método anterior, se pueden resolver 
multiplicándolas por un factor adecuado, función de x e y, que recibe el nombre de factor inte- 


grante de la ecuación. (Ver Problemas 10-14.) 


d . | 
La ecuación diferencial lineal de primer orden A + Py = Q, siendo P у О funciones de x so- 


lamente, tiene como factor integrante ¿(x) = e+, (Ver Problemas 15-17. 


Una ecuación de la forma x + Py = Оу", siendo л = 0,1 y P y Q funciones de x únicamente 


se reduce a otra lineal mediante la sustitución 
и- a y^ dy | 1 dz 
У ' dx 1—пах (Ver Problemas 18-19.) 
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Problemas resueltos 


Demostrar que (а) у = 225, (b) y = 3x y (c) y = C, e* + Сүх, siendo C, у C, constantes arbitrarias, son soluciones 
de la ecuación diferencial y''(1 — x) + y'x — у = 0. 


(a) Derivando dos veces la función у = 2e* resulta, y” = 2e* e у ' = 265, Sustituyendo en la ecuación diferencial 
dada, se obtiene la identidad 2e*(1 — x) + 2e*x — 2e* = 0, 


(b) Derivando dos veces y = 3x resulta, y” = Зе y” = 0. Sustituyendo en la ecuación diferencial dada se llega a 
la identidad 0(1 — x> + 3x — 3x = 0. 


(c) Derivando dos veces у = Cje* + Сүх resulta, y" = Сузе? + C, e y'' = Сре“. Sustituyendo en la ecuación dife- 
со rencial dada, se llega a la identidad C, e*(1 — х) + (C, e* + Cx — (Су е* + Cix) = 0. 

~ 

La solución (c) es la solución general де la ecuación diferencial, ya que contiene el nümero apropiado de constantes 
arbitrarias. Las soluciones (a) y (b) reciben el nombre de soluciones particulares, puesto que ambas se pueden obtener 
para determinados valores de las constantes arbitrarias de la solución general. 


Hallar la ecuación diferencial cuya solución general es 


(а) у = Сх — х у (b у = Cy? + Сух + С; 


(а) Dirivando у = Сх? — x obtenemos у’ = 2Cx — 1. Despejando, С = + (> | y sustituyendo en la relación 


dada (solución general) resulta y — 1 Е +1 


as |х osea ух = 2у+ x. 


(b) Derivando tres veces y = C, x? + Cx + C, resulta, y" = 3Сух* + С, y" = 6С, х, y = 6C,. Por tanto, 


у'' = ху!" es la ecuación pedida. 


Obsérvese que la relación dada es una solución de la ecuación у" = 0, pero no es su solución general, ya que 
solamente contiene tres constantes arbitrarias. 


Hallar la ecuación diferencial de todas las parábolas cuyo eje principal es el eje Oz. 
La ecuación de una familia de parábolas es y* — Ах + B, siendo А y B constantes arbitrarias, 
Derivando dos veces, obtenemos 2yy' = A y 2yy'' + 2уз = 0. 
Luego 2yy'' + 2y'* = 0 es la ecuación pedida. 


dy ES MEE 
Resolver dr T Xy + xS) = 0 
у 1 
Operando, xy*(1 + х?)ау + (1 + уђах = 0 6 тү ду + x зу? = 0 que es una ecuación de varia- 
bles separadas. Luego 
y! ду хах _ 
1+%° + © х 1+% 7 0, 
1 3 1 2 = 
glhlty + In [el — 5 in (1 + 2%) EC 
81011441 + 61% jx; — 3ln(1 +z) = бе, 
ше(1 + 0 _ NIE ua ME S 
In n^n cat = бе y arep 7 gio uL ket 
dy 1+у 
5. Resolver X Ica 
ду ах 
Tendremos dup pa Luego arctag y = arctag x + arctag С e 
х+ С 


у = tag(arc tag x + arc tag С) = 1| Cx 
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_ Cos! y 
;6. Resolver de жеп у . 
d _ d 1 Же 
2137 ига , sect ydy = esc х ах, у (аду = —cotx + C 
17 Resolver 2xy dy = (x! — у?) dx, 


La ecuación es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio y == vx, dy = у dx + x ду obteriemos 


2x * vx (v dx + x dv) = (x? — х) dx o sea 21225 = 2 
1 — ју X 
Luego —} in [1 —3»*| = In ixi + Inc, In [1 — Зуђ] + 3lnix| + а С"=0 6 — С [x*(1 — 3 = 1. 


Ahora bien + C'x*(1 — Зиў = Cx*(1 — 3v!) = 1 y, haciendo v = у/х, C(x* — 3ху%) = 1. 


8. Resolver x sen I (у dx + x dy) + y cos = (x dy — y dx) = 0. 
La ecuación es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio у = vx, dy = v dx + x dv obtenemos 


x sen y (vx dx + х? ду + vx dx) + vx cos у(х? dy + vx dx — vx. dx) 


| NM 
sen v (2v dx + x dv) + xvcosv dv = 0, шэг 
у sen y х 
Luego Іа |ysen | + 21а |x] = In C’, x**v*senv =C, у хузепујх = C. 


9. Resolver (x* — 2y2) dy + 2xy ах = 


La ecuación es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio de variable correspondiente, obtenemos 


1—2» dx Фу. 4v dy dx 
— 3 == ——————— = = = 
(1 — Зуђ) (v dx + x dv) + 2v dx = 0, ИЗ — 294) dy + z 0, El 3625 += = 0 
4 In |v| + $1n|3— 2и + In [xj = ће, In |v| + in 13 — 2v3] +3ln|x = ne 


Luego vx(3 — 27) = С y Bx — 2y*) = С. 


10. Resolver (x? + y) dx + (у! + x) dy = 9. 
2 
Integrando х? dx + (y dx + x dy) + y? dy = 0 término a término, obtenemos ын + ху + х = С. 


11. Resolver (x + е-* sen y) dx — (y + e~ cosy) ду = 0. 
Integrando х ах — y dy — (e^? cos y dy — e~ sen у dx) = 0, término a término, obtenemos 


ix?-— $y? — е лепу = C 


12, Resolver x dy — у dx = 2x? dx. 


dy — y dx ЛОС - 1 
La expresión x ду — y dx nos lleva а d (2 Ё 2 IM Luego, multiplicando la ecuación dada por £(x) = a 


x dy — y dx 


x = dry E = "+ Соу = х? + Сх. 


13. Resolver x ду + у dx = 2x!y dx. 
хау + y dx 
xy ў 


La expresión x dy + y dx nos lleva а а п xy) = Luego, multiplicando, la ecuación dada рог (x, y) 


1 dy + y dx 
= — IYI de dx yin lay = x + С. 
Xy Xy | 


14. Resolver x ду + (Зу — e*) dx = 0. 


Multiplicando la ecuación рог £(x) = x? obtenemos х? dy + 3х2у dx = x'e? dx. 


Luego, х?у = | xet dx = x'e” — 2xe* + 2e* + С. 
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й ф 2 
15, i Resolver xu = ба, 
D 
Aquí Р(х) = — =, | Ро) de = паж y E) = еве - 
ТАЕ 1а ecuación. dada por £(x) = х! obtenemos х? dy + 2ху dx = бх! dx. Luego, x*y = x* + C. 


Nota 1. Después de multiplicar por el factor integrante, los términos del primer miembro de la ecuación que resulta 
forman una combinación integrable. 


Nota 2. El factor integrante de una ecuación dada no es único. En este problema, 23, 3x*, 423, etc., son todos 
ellos factores integrantes. Es decir, hemos utilizado la integral particular más sencilla de Р(х) dx en lugar de la integral 
general In х? + In C = Cx’. 


16. Resolver tag x СА + y = sec х. 
| 
— Tendremos Y + y cot x = csc x, | Р(х) ах = | cot x dx = In |sen x| y (х) = е!" "Л — Isen x]. 


Luego sen x (2 + ycotx] = sen x csc x, sen x dy + y cos x dx = dx, y y sen x = x + С. 


dy 3 
17. Resolver DTI =x. 


Aquí Р(х) = —х, f Р(х) dx = —}х?, у £x) = e Ait, 


Luego, e -!/1*! dy — хуе 1/8 dy = хе“ Уве de, yel M8 4 С, e y = Cent _ 1, 


18. Resolver 2 +у = ху". 


La ecuación es de la forma Фф + Ру = Оу" conn = 2. 


ах 
: | 4: : ХЭ e 
Haciendo el cambio y!7* = y^! = z, у“ Z= = =: (Es conveniente escribir la ecuación en la forma 
dz dz 
шд A = = as 
y Z +y x.) Luego, — dct XO 2 х. 
El factor integrante es (x) = ејР = e-J** = e-*, Por tanto, e-*dz — ze "dx = —xe "dx y те-* = xe^* 


+ e? + C. Finalmente, como z = y^, H = x + 1 + Ce. 


19. Resolver 2 + y tag х = y? sec x. 


d 
Ponemos la ecuación en la forma уг? = -+ уа х = sec x. 


: : ду 1 dz dz 
-8 2 A Pi m A 
Haciendo el cambio y 2,у P 2 dx obtenemos ТЕ 2z tag х 2 sec x. 
El factor integrante es (x) = e-1/**€ = dz —cos* x. Luego, cos! x dz — 22 cos x sen x dx = —2 соѕ x dx, z cos? x = 
dx 
— sen x + C, y E = —2 sen x + C. 


20. Se dispara una bala contra una masa de arena. Suponiendo que la resistencia sea igual a la raiz cuadrada de la velocidad 
de la bala, calcular el tiempo que tardará en detenerse totalmente si su velocidad, al penetrar еп la arena, es de 49 metros 


por segundo. | 
Sea v la velocidad de la P t segundos PEU de haberse introducido en la arena. 
La retardación será — — Ж” Муо-——=—йу2\/ v =—{+ С. 
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Рага / = 0, v = 49 у с = 24/49 = 14. Por tanto, 24/ = —t + 14 es la ecuación del movimiento de la bala. 
Para v = 0, t = 14; es decir, la bala se detiene a los 14 segundos de incidir en la arena. 


21. Un depósito contiene 500 litros de salmuera siendo la cantidad de sal en solución igual a 100 kilogramos. Se introduce 
en el depósito una corriente de agua que contiene 100 gramos de sal por litro a una velocidad de 15 litros por minuto. 
La mezcla se mantiene uniforme mediante una agitación adecuada y se la extrae del depósito a la misma velocidad 
anterior. Hallar la cantidad de sal que contendrá el depósito al cabo de 90 minutos. 
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22. 


23. 


26. 


21. 


Sea q (kilogramos) la sal que hay en el depósito al cabo de / minutos, Y la velocidad de variación de dicha can- 


tidad con el tiempo 7. 


5 ! 4 
En cada minuto llegan al depósito 1,5 kg de за), y salen de 41 0,039 kg. Por tanto, Р =1,5—0,/03g, 98 —— 
d 1,5 — 0,034 
_ . In(0,03q —1,) _ 
= dt, – 0 > —t + С. 


In 1,5 
0,03 
y q = 50 + 508-001, Para 1 = 90, а = 50 + 50e-** = 53,35 kg. 


Parar = 0,а = 100 У С = ; por consiguiente, In (0,034 — 1,5) = — 0,03; + In 1,5, 0,024 — 1 = e-0.03 


Bajo ciertas condiciones, el azúcar en agua se transforma en dextrosa a una velocidad proporciortal, en cada instante, 
a la cantidad de azúcar sin transformar. Sabiendo que para t = 0 la cantidad de azúcar es de 75 gramos, y que а! cabo 
de 30 minutos se han transformado 8 gramos, hallar la cantidad transformada al cabo de una hora y media. 


Sea а la cantidad transformada en г minutos. 


dq _ dq PR " 
Tendremos dr = К(75 == а), p pea =k dt, y In (75 q) === kt + С. 
Рата: = 0,а = 0 у С = In 75; por tanto, In (75 — 4) = —kt + In 75. 

Para / = 30, а = 8, 30k = In 75¿— In 67, y k = 0,0038. Es decir, q = 750 — е“%0038%), 


Para г = 90, q = 75(1 — € 0,0%) == 21,6 gramos. 


Problemas propuestos 


Hallar la ecuación diferencial cuya solución general es: 
(а) у= Сх%ї+1 (с) у = Cx + С? (e) у = С, + Сх + C (8) у =C,senx + C,¿cos x 
b) у= Сх + С (d) xy = х —C (f) у= Cye* + Cae” (Л) у = Cye*cos (3х + Cy) 
Sol. (ау ху’ = Uy — 1) (с) 4х'у = 2x3y' + (у) (e) у”'=0 (г) y +y=0 
(b y = (у — ху) (d) ху + y = Зх? 0) »"—3' + 2y = 0 (1) y'—2y' + 10y = 0 
. Resolver: 
(а) уау —4xdx = 0 Sol. уз = 4x? + C 
(Б) у? ау — 3х5 dx = 0 Sol. 2y3 = 3xX* + C 
(с) xy = у(х — 4) Sol. x? — xy + 2y = Сх?у 
(d) (x — 2y) dy + (y + 439 dx — 0 Sol. xy — y! + 2x? = C 
(е) (2у" + Dy' = 3xty Sol. у + In |у = x + С 
() xy Qy—1) = у —x) Sal. In xy| = x + 2y + C. 
(8) (x? + y?) dx = 2ху dy Sol. х? — у: = Cx 
(А) (x + y)dy = (x — у) ах Sol. х? —2xy — у? = С 
0) x(x + у) ау — y’ dx = 0 Sol. у = Сету“ 
(у xdy—y dx + xe" dx = 0 Sol. е“= + In |Cx| = 0 
(k) dy = (Зу + е?) dx Sol. у = (Ce* — 1) 
(у ху dy = (1 — xy?) dx Sol, 2x'!y* = 3x? + C 


. La tangente y la normal a una curva en un punto Р(х, y), cortan al eje x en T y N, y al eje y en S y M, respectivamente, 


Hallar la familia de curvas que satisfacen la condición: 
(a) ТР = PS (5) УМ = МР (0) IP = OP (4) NP = OP. 


` Sol. (а) ху = С (b2x* + у? = С (с) ху = Су = Сх (рх! фу = С 


Resolver el Problema 21 suponiendo que al depósito llega agua pura a razón de 15 litros por minuto y que la mezcla 
sale a la misma velocidad. Sol. 6,7 kg. 


Resolver el Problema 26 suponiendo que la mezcla sale a razón de 20 litros por minuto. 


Ind. dq = —4 x dt Sol. 0,01 kp 


Capitulo 70 


Ecuaciones diferenciales de segundo orden 


LOS TIPOS DE ECUACIONES diferenciales de segundo orden que vamos a considerar son: 


(1) ө = f(x) (Ver Problema 1.) 
ау _ ау 

(2) dee © 16 У (Ver Problemas 2-3.) 
а?у 

(3) q 7 Ку) (Ver Problemas 4-5.) 


(4) dii 4 Ра + Qy = R, siendo P y О constantes у R una constante o una función de х 


solamente. (Ver Problemas 6-11.) 


Si la онаст característica т? + Рт + О = 0 tiene dos raíces distintas, m, y Ma la solución 


general de T + Жан Qy = 0 es у = Сет + Сет“. Si las dos raices son iguales, Mm, == m; 
= n, la solución general es Ce + C,xe"*. 

La solución general де- A + P 2. + Оу = 0 (ecuación homogénea) recibe el nombre de fun- 
ción complementaria de la ecuación 25 + Р 2 + Оу = R(x). Si f(x) satisface a esta última ecua- 


ción (solución particular), la solución general es y = función complementaria + f(x). 


Problemas resueltos 


d? , 
1. Resolver - А = хе" + cos x. 


ах 
а ду z dy — z — vot z — x 2, 
Тепетоѕ dx (2) = хе“ + cos x, dx =f (xe? + cos x) ах —xe* —e* + зепх + Су, e у = xe* 2e*— 
— cos x + Сх + С, 
ау ау 
2. Resolver xt + ШУ" =а 
ду азу dp .. dp a 
H = ==. ZI = S£ at ¿TA = d ах ----ах. 
acemos p 207 entonces de dx y la ecuación dada toma la forma x dx + xp = аохар + р ах z x 
dy dx 
Luego, xp = aln |x] + Ср x dx aln |x] + C, dy = aln "E Tor С, "LP ja In? |х| + C, In ix] + Cs. 
3. Resolver xy" ту + х=, 
Hacemos p — Ф. Con lo cual 22: = T y la ecuación дада toma là forma 
dp 
NE +p+x=00xdp + pdx = —х ах 
Luego, хр = — 12: + С Y ___1 (С бу—_—ра+Сса+с 
» 1 dx 2 Xx 1 2* 
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d*y 
4. Xp — 2у ~ 0. 
Сото -x а os) = 2y'y'',.multiplicando la ecuación dada рог 2y” obtenemos 
2y'y" = 4уу!, у? = af уу ах = 4] ydy = гу + Ci 


Luego, YY _ 2: dy © А 
= угу + С, === = 5, in| v2y + үу + C = 2x + InC 
dx Му + С, | У | У х пе» 


y Я 4 
Уу + угу С, “= LEE 


LE! 1 
5. Resolver y'' = — y 
Multiplicando por 2y' obtenemos 2y'y'' = к Luego, 
y 


К 1 d М1 +С? а 
(07252256) с г зс енси Сане. 
y y М1 + С.и 
у (Се + Су — Су = 1 
d*y dy 
6. Resolver d + 3d — 4y 
Tendremos m? + 3m — 4 = ду m = 1, —4. La solución general es у = Се" + Ce”, 


d*y dy 
7. Resolver T T ME = 0. 


Tenemos m? + 3m = 0 y m = 0, —3. La solución general es у = С, + Сђ;е“3, 


зу 
8. Resolver ах а –42 + By = 0. 


Aquí m? — 4m + 13 = 0 у las raíces son т, == 2 + 3i у m, = 2 — 3i. La solución general es 


y = Сев ^9 + Cele = „зү езх + Cs 9) 


Como е'= = cos ax + ¿sen ax, tendremos ес?" = cos Зх + ¿sen 3x, e-?* = cos 3x, — i sen 3x, y la solución se 
puede dar en la forma 


y = e* (С, (cos 3x + i sen 3x) + С; (cos Зх — i sen 3x)) 
= е? ((C, + Co) cos 3x + КС; — С) sen 3х) 


= е?" (А cos 3x + В sen Зх) 


d'y dy - 
9. Resolver dd — 4 Эс +4y=0 


Tenemos т? -— дт + 4 = y m = 2,2. La solución general es y = Ge” + Cxe”. 
dy 


азу 
10. Resolver p + 3 — zr — åy = 0. 


Según el Problema 6, la función complementaria es у = Ce? + С,е +. 

Para encontrar una solución particular de la ecuación obsérvese que el segundo miembro es R(x) — x?. Esto nos 
sugiere que la integral particular ha de contener un término еп х?, y, quizá, otros términos obtenidos por derivación 
sucesiva. Suponiendo que es de la forma у = Ax? + Bx + C, en donde А, B y C son constantes a determinar. 

Sustituyendo y = Ax? + Bx + C, у' = 24x + B, у'' = 24, en la ecuación diferencial obtenemos 

2A + 3(2A4x + B) —A(Ax? + Bx + С) = x*,. —AAx! + (64 —AB)x + (24 + 38 — 40) = x? 

Como esto es una identidad en х, —44 = 1, 64 —48 = 0, 24 + 3B— 4C = 0. 


Luego А = —1, B = —?}, C = —1 ey = — фа? — jx — 13 es una integral particular. 


Por tanto, la solución general es y = Се" + Ce" — іх — dx — 13. 
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12. 


13. 


14. 


15. 
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. | 
Hallar la solución de la ecuación diferencial dy —2 dy — Зу = cos x. 
| dx? dx 
En este caso, la ecuación característica es т? — 2m — 3 = 0 y sus soluciones, лт = —1, 3; la furtción comple- 


mentaria es у = Ge- + Ce”. El segundo miembro de la ecuación diferencial nos hace pensar que una integral par- 
ticular sea de la forma A cos x + B sen x. 


Sustituyendo y = A cos x + Bsen x, у’ = B cos х — А sen x, y” = —А cos x — B sen x, en la ecuación diferen- 
cial, obtenemos 


(—A cos x — B sen x) — 2(B cos x — А sen x) — 3(A cos x + В sen x) = cos x 
—2(24 + B) cos х + 2(4 —2B)sen x = cosx 
Luego —2(24 + B) = 1, A—2B=0, y A = -—{, B = — fio. 


La solución general es C,e-* + C,e** — $ cos x —1/ sen x = y. 


dis 


La ecuación del movimiento de vibración de un cuerpo unido a un resorte es 208 


+ 165 = 0, siendo la elongación del 


muelle en el instante /. Si parar = 0, $ = 2 у = 1, hallar s en función де r. 


dt 
Tenemos m? + 16 = 0, m = +4i, y la solución general es 5 = A cos 47 + В sen 4r. 
Para t = 0, s = 2 = А, por tanto s = 2 cos 41 + B sen 47. 

Рага г = 0, 4 @й = 1 = —8sen 4t + 4B cos 4t = 4B у В = 1. 

Luego, la ecuación es s = 2 cos 4t + $ sen 4r. 


2 
La intensidad de corriente en cierto circuito eléctrico viene dada por-T7. +4 а + 25041 = 110. Si para f = 0, es 
di | 
I=0 y з 0, hallar 7 en función de r. 
m? + ám + 2504 = 0; m = —2 + 50i, —2 — 501; la función complementaria es e-7 (A cos 50r + B sen 501). 
La integral particular es 1 = 110/2504 = 0,044. 
Por tanto, la solución general es 1 = e-*' (А cos 50t + B sen 501) + 0,044. 
Para г = 0, 1=0 = A + 0,044; luego А = — 0,044. 
Para t = 0, а = 0 = e-* ((—24 + 50B) cos 50r — (28 + 504) sen 50;] = —24 + 50B. 


De donde B = —0,0018 у la relación pedida es / = —e-* (0,044 cos 50r + 0,0018 sen 50r) + 0,044. 


Una cadena de 4 metros de longitud comienza a deslizar por una superficie, sin rozamiento, en el momento en que pende 
verticalmente un tramo de 1 metro de longitud. Hallar (a) su velocidad cuando abandona la superficie el último trozo 
de cadena y (b) el tiempo que tarda en abandonar la superficie. 


Sea s la longitud de cadena que cuelga en el instante z. 
(а) La fuerza F que obliga a deslizar a la cadena es el peso de la parte que cuelga. 


Fuerza = masa x aceleración = ms'' = mgs o s'' = роз. 
25'5'' == hgss' y (7) = фз + C. 


Рага г = 0, з = 1 у 5 = 0. Luego €, = —]g y 5 = југ V st— 1. 
Para 5 = 4, 5' = У 152 m/seg. 


75 үл A Vedyinis+ УУ 11 =} vet С. 
5° —— 


Para t = 0, 5 = 1. Luego С, = 0 y In(s+ 52 — 1) = AV gt. 
2 


Para s = 4, t = —— In (4 + 4/15) sec. 
Ve 


(b) 


Una motora de 245 kilogramos de masa lleva una velocidad de 20 metros por segundo cuando se desconecta c! motor 
(en el instante / = 0), La resistencia del agua es proporcional a su velocidad y лаје 100 kilopondios en / = 0. Hallar 
el espacio recorrido hasta que la velocidad sea de 5 metros por segundo. 


Sea s el espacio recorrido por la motora al cabo de £ segundos. 


ms'' = —Ks' о s” = —ks' 
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Para determinar k: Para г = 0, s’ = 20, s” = Fuerza = 100g =-4 y = A 
masa 245 5 
dv © uy 1 
5 гс = — = = 21 -45 
5 di zo Inv zty” Ce, 
Para £ = 0, y = 20. Luego Су = 20, у = D = 20e y s = —100e7^ + С, 


Para / = 0, ѕ = 0. Гџеро С, = 100 у s= 10041 —e 15, 
Para y = 5 = 20811, s = 100(1 — 4) = 75 m. 


Problemas propuestos 


Resolver : 
diy 
16. ут 3х + 2 Sel. у = ја + а + Cix + С, 
1 a Py _ Ат — 22 —2r 
T. е d +1) Sol у = е + е + С,х + С, 
d'y 
18. dei = — 9 sen 3x Sol. y = sen3x + Ciz + C: 
а? 
19. ART ЯУ +. Ах = 0 Sol. y = z? + Сх + С» 
d’; d 
20. qucm = 22 — 2? Sol. у = 25/3 + Cie + С, 
de d; 
21. 234-45 = 82 Sol. у = xt + Сла? + Са 
di dy 
22. 13 За; Фу = 0 Sol. у = Cie + Cre” 
4| 4 
23. та +550 +6у = 0 Sol. у = Cie" + Ce 
d d 
24 du — qe = 0 Sol. у = С, + Cre 
d* d 
5. 20 y = 0 Sol. у = Cize + Ce 
diy 
26. de + ду = 0 Sol. у = С, сов3х + С; sen 3x 
а: 
27. Te 222 + 5y = 0 Sol. у = e'(Cicos 2x + Cs sen 2) 
d? d 
28. Gr Фр t 5у = 0 Sol. у = е (С, соза + Cseng) 
Фу ду = -3 
29. de 346739 = бх + 28 Sol. у = Cie* + Coe " + 2x45 
dy 
30. dat dy = e* Sol y = Cisen2x + С, сов 2x + e"/13 
Фу ду — lr = З= Зг rr х 2 
23 dii 6 dy T ду = rte Sol. у = С.е? + Cixe™ + е? 59727 
2 
32 сын у = cos2x — 2sen 2x Sol, у = Cie + Caer? — b соз2х + 4 sen 2x 


33. Una partícula de masa т, en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad, está sometida а una 
fuerza atractiva proporcional al desplazamiento. Hallar la ecuación del movimiento si para / = 0, s = 0 у s' = v, 


dis Is 
di 7 ^a 
Sol. Si b! = с, s = ver? 


V 
Si b* < c*, s = —— e-9 sen V c* — bt 1. 
Меге pt 


Si b? > e, s = > JE - (ect + уза - и — ao yy, 
EN 


2. 
— kas o sea S 25 D. +: = 0, b > 0, 
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producto vectorial de, 285 
proyección escalar de, 88, 
283 
proyección vectorial, 88 
rotacional de, 298 
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tangente unitaria, 89 
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triple producto vectorial, 286 
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movimiento rectilíneo, 54 
y aceleración angulares, 54 
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